
1 
  

                  

 
 
 
 
 
 

FACOLTÀ DI SCIENZE MATEMATICHE FISICHE E NATURALI 
Corso di Laurea specialistica in Matematica 

 
 

 

 

 

LA STATISTICA CON LA 
CALCOLATRICE GRAFICA 

 
Tesi di Laurea Magistrale in Matematica 

 

 

 

 

Relatore: 
Prof. Enrico Rogora 

Candidato: 
Martina Bucciarelli 

Matricola 1611013   
 

 

 

 

Anno Accademico 2018-2019 

Dipartimento di Matematica “Guido Castelnuovo” 



2 
  

  



3 
  

  

Sommario	
 

Introduzione ...................................................................................................................... 4 

1. Analisi statistica di una variabile numerica ................................................................. 9 

2. Analisi statistica di una coppia di variabili numeriche. .............................................24 

3. Modelli di regressione .................................................................................................. 28 

4. Descrizione dei dati per categorie ............................................................................... 43 

5. Variabili aleatorie normali e teorema del limite centrale. ........................................ 46 

6. Stima e determinazione degli intervalli di fiducia...................................................... 51 

7. Verifica delle ipotesi di un test statistico parametrico ............................................. 64 

8. Test del chi quadro ........................................................................................................ 75 

9. Test statistici non parametrici ................................................................................... 88 

Bibliografia ..................................................................................................................... 102 
 

 

 	



4 
  

Introduzione	
 

La rilevanza e la pervasività delle tecnologie digitali nella vita quotidiana sono oggi tali da 
aver spinto i ricercatori del settore a studiare quali vantaggi si possono ottenere 
introducendo strumenti innovativi e tecnologici a scuola.  Emblematica è una distinzione, 
introdotta dallo studioso statunitense Marc Prensky, tra “nativi digitali” e “immigrati 
digitali”, i primi nati in un mondo già popolato dalle tecnologie e i secondi considerati 
immigrati in quanto hanno dovuto imparare a muoversi in un territorio per loro 
sconosciuto. La scuola italiana sembra essere fortemente attraversata da queste distinzioni: 
in primo luogo essa fa fatica ad introdurre l’uso di tecnologie per la mediazione 
dell’insegnamento e dell’apprendimento, in secondo luogo essa sperimenta al suo interno la 
divisione tra nativi digitali, gli studenti, e immigrati digitali, gli insegnanti.  
 Ma quali sono le condizioni che consentono di costruire ambienti di apprendimento 
motivanti, grazie all’utilizzo delle tecnologie digitali? 
La scuola non può limitarsi ad introdurre una nuova tecnologia come mediatore 
dell’apprendimento sulla scia di un potenziale innovativo da essa intrinsecamente 
posseduto, si tratterebbe infatti di una innovazione che procede alla cieca: la scuola ha 
bisogno di una cornice teorica che guidi l’utilizzo delle tecnologie e che spieghi a quali 
condizioni esse possano favorire l’apprendimento. 
La teoria di riferimento a cui si poggiano le affermazioni appena fatte è quella del 
costruttivismo sociale, che definisce motivante un apprendimento che sia significativo per il 
soggetto che apprende, caratterizzandolo per tre aspetti principali (Donatella Cesareni, 2010, 
“La Sapienza”): 

1. prevede un ruolo attivo del soggetto che apprende; 
2. si propone come un’attività situata entro un contesto che prevede compiti autentici, 

definiti a partire da problemi; 
3. avviene mediante la collaborazione tra i membri della classe ripensata e riorganizzata 

come una comunità di ricerca. 

Oltre a quelli già efficacemente impiegati, uno degli strumenti tecnologici che possono 
essere utilizzati a scuola nell’ambito dell’insegnamento delle materie scientifiche è la 
calcolatrice grafica, un dispositivo elettronico capace di compiere calcoli numerici, di 
visualizzare graficamente variabili numeriche, di programmare l’esecuzione di compiti 
ripetuti, ecc. Una calcolatrice grafica è paragonabile ad un computer (dato che ha un piccolo 
processore) ma è molto più piccola e maneggevole; uno strumento didattico che gli 
insegnanti sono stimolati ad utilizzare in classe quotidianamente e che offre l’occasione per 
riflettere sulla possibilità di introdurre alcuni elementi di novità nell’insegnamento della 
matematica.  
A differenza di quelle scientifiche, le calcolatrici grafiche programmabili mostrano un 
numero di funzioni molto più elevato che le rende versatili ed utili anche per operazioni 
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complesse. Sono caratterizzate da un ampio display a colori che consente la visualizzazione 
degli andamenti grafici delle funzioni e delle loro funzioni derivate prime e seconde, dei loro 
integrali, e che permette la simulazione di raccolta dati delle principali distribuzioni. 
Inoltre, hanno la capacità di connettersi al PC, tramite cavo USB, per condividere file, 
applicazioni e calcoli e possono connettersi a centraline per effettuare misurazioni di vario 
genere: tensione elettrica, forza applicata, suono, calore. 
Questo le rende uno strumento importante, non solo per gli studenti delle scuole superiori 
ma anche per universitari di ingegneria, matematica, statistica, fisica e di tutte le facoltà 
scientifiche in genere. Numerose sono le ricerche, a partire dagli anni novanta, che hanno lo 
scopo di capire quali siano i veri vantaggi che riguardano l’uso della calcolatrice grafica. 
Riportiamo dunque i risultati di una ricerca intitolata “La calcolatrice grafica 
nell’insegnamento della matematica”, condotta tra il 1991 e il 1994 dal Freudenthal Institute, 
in particolare dagli studiosi Paul Drijvers e Michiel Doorman [6]. Lo studio è stato svolto 
osservando degli studenti di circa sedici anni durante le lezioni con lo scopo di confermare o 
meno cinque ipotesi formulate a priori, a sostegno dell’utilità di utilizzare una calcolatrice 
grafico a scuola. 
La prima di queste ipotesi riguarda l’insegnamento della matematica attraverso i problemi 
tratti dalla vita reale. Talvolta la risoluzione di problemi realistici porta alla comparsa di 
numeri e formule “sgradevoli” per lo studente e per l’insegnante con un conseguente 
atteggiamento di chiusura verso questa modalità di insegnamento e apprendimento. Per 
ragioni di gestibilità dei dati spesso i problemi vengono modellizzati per facilitare le 
operazioni e quindi porre l’attenzione sul procedimento piuttosto che sullo svolgimento 
puramente algebrico, eliminando però la possibilità di interpretare i risultati in modo 
significativo. In questo senso la calcolatrice grafica permette di svolgere i calcoli, anche 
quelli più complessi, senza semplificare i problemi, e dunque motivare gli studenti ad 
arrivare ad una soluzione interessante di un problema reale. Per supportare l’ipotesi appena 
descritta in questa tesi abbiamo utilizzato, quando è stato possibile, dati reali raccolti dal 
sito Istat o da altre fonti simili. La seconda ipotesi formulata da Drijvers e Doorman riguarda 
la possibilità che offre la calcolatrice di svolgere una ricerca attiva e concreta. A partire dai 
risultati che la calcolatrice fornisce velocemente si possono porre nuove domande e dedurre 
nuovi teoremi da dimostrare in un secondo momento rigorosamente. Questo contrasta il 
metodo di insegnamento più tradizionale basato sull’enunciazione di un teorema con la 
rispettiva dimostrazione per poi passare alle applicazioni. La calcolatrice facilita l’inversione 
di questo processo e dunque la trasformazione dello studente da spettatore passivo a 
ricercatore attivo. A tal proposito, nel corso delle attività che vengono presentate in questo 
lavoro, verranno affrontati, attraverso vari approfondimenti, degli interrogativi che nascono 
più o meno naturalmente dai risultati ottenuti. Una terza ipotesi fondamentale formulata da 
Drijvers e Doorman prende in considerazione l’integrazione delle due componenti classiche 
della matematica: l’algebra e la geometria. In questo modo le formule algebriche possono 
essere visualizzate sulla calcolatrice attraverso i grafici, stimolando lo studente ad 
ipotizzarne di nuove e garantendo una forma più visiva e meno astratta dell’algebra. Dalla 
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prospettiva del nostro l’interazione che ci sembra più feconda da considerare riguarda quella 
tra la sintesi numerica e quella grafica dei dati. Le osservazioni dei due ricercatori olandesi si 
possono estendere, in parte, anche a questa prospettiva che contiene però elementi specifici 
significativi che affronteremo in dettaglio nella tesi.  La quarta ipotesi pone l’accento sulla 
possibilità di sfruttare la capacità della calcolatrice di gestire grafici dinamici. Lo studente 
può vedere direttamente come cambia un grafico al variare di un parametro o scorrere un 
grafico o una curva con il cursore, mentre si leggono le coordinate che cambiano sullo 
schermo. Nel caso della calcolatrice a cui ci riferiamo in questo lavoro, la Casio fx-CG50, tale 
possibilità viene offerta dalla funzione Trace che spesso abbiamo utilizzato nelle attività 
per analizzare in dettaglio un grafico. In particolare ci riferiamo ai grafici che sintetizzano i 
dati, come gli istogrammi, su cui abbiamo lavorato nel primo capitolo e ai modelli di 
regressione, su cui abbiamo lavorato nel terzo capitolo. L’ultima ipotesi, più difficile da 
confermare, pone l’attenzione sul fatto che probabilmente l’uso della calcolatrice grafica 
stimola in maniera efficace alcune abilità critiche di uno studente. Tra queste, quelle che 
rendono la mente più flessibile e aperta verso una ricerca creativa delle soluzioni ai problemi 
e quelle che sviluppano un atteggiamento critico verso i risultati ottenuti. Effettivamente il 
lavoro dei ricercatori olandesi ha confermato molte delle ipotesi fatte.  
Uno degli ostacoli principali della ricerca didattica sull’uso della calcolatrice, deriva dal fatto 
che agli studenti non è in genere permesso utilizzare la calcolatrice durante gli esami finali e 
dunque gli insegnanti non possono discostarsi troppo dal programma tradizionale, facendo 
passare il messaggio che le attività sulla calcolatrice siano meno impegnative e più ludiche.  
In questo genere di ricerche si registra, in Italia, una novità fondamentale che permette di 
superare in parte gli ostacoli di cui abbiamo fatto cenno. L’Ordinanza Ministeriale n. 
257/2017 relativa alle istruzioni e modalità organizzative ed operative per lo svolgimento 
degli Esami di Stato, all’articolo 18, comma 8 ha inserito a pieno titolo, ai fini dello 
svolgimento della seconda prova scritta nei licei scientifici, l’uso di calcolatrici scientifiche 
e/o grafiche, purché non siano dotate di capacità di calcolo simbolico (CAS – Computer 
Algebraic System).  
È chiaro che l’introduzione delle calcolatrici grafiche nell’insegnamento della matematica 
permette un ripensamento radicale dei programmi scolastici, in particolare delle attività da 
svolgere.  
L’opportunità di utilizzare la calcolatrice si scontra con un serio problema di disponibilità di 
efficaci risorse didattiche. Risultano infatti ancora poco soddisfacenti le modalità di 
preparazione dei materiali di supporto alle attività in classe, allo studio a casa e alla 
formazione del docente. Lo stile di esposizione da impiegare nella preparazione di questi 
materiali è necessariamente diverso da quello utilizzato in un libro di testo ma non deve, 
secondo noi limitarsi a semplici schede di laboratorio. La necessità di fornire indicazioni 
dettagliate per svolgere le operazioni non deve mai perdere di vista lo scopo principale 
dell’uso della calcolatrice e cioè quello di stimolare la riflessione e l’apprendimento critico 
della matematica e della statistica. La calcolatrice non deve mai essere considerata uno 
strumento per non far pensare gli studenti ma uno strumento per stimolarli a pensare da 
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angolazioni diverse e per aiutarli a pensare meglio. Se non ottiene questi scopi è uno 
strumento inutile se non addirittura dannoso. È quindi necessario che nella descrizione 
delle attività sia dedicato ampio spazio a riflettere su quello che emerge dall’uso della 
calcolatrice, a collegare la pratica del calcolo alla teoria, a trarre vantaggio dalla possibilità di 
illuminare la teoria da diverse angolazioni: grafiche, numeriche e algoritmiche. Come già 
osservato, il materiale disponibile per l’uso in classe della calcolatrice non usa ancora, 
secondo noi, un linguaggio adeguato, capace di coniugare gli aspetti didattici che vengono 
stimolati dall’uso di questo strumento con la necessità di una guida puntuale e chiara alle 
operazioni che vanno eseguite. Questa tesi cerca di affrontare questo problema anche se il 
risultato è ancora ben lungi dall’essere completamente soddisfacente.   
La scelta del modello di calcolatrice da utilizzare crea indubbiamente un problema spinoso 
ma d’altra parte ineludibile. La nostra scelta è caduta sulla calcolatrice grafica CASIO fx-
CG50 della quale, oltre alla cura prestata nelle scelte didattiche che hanno guidato 
l’elaborazione dell’interfaccia software, apprezziamo la disponibilità temporanea gratuita 
per tre mesi dell’emulatore per PC e la disponibilità di una versione gratuita ridotta per 
smartphone e tablet di una app che implementa una buona parte delle funzionalità che 
abbiamo utilizzato e che quindi può essere utilizzata senza aggravio economico per 
esplorare le potenzialità dell’oggetto. 
Il lavoro che presentiamo propone alcuni percorsi di introduzione e di approfondimento ad 
argomenti di statistica che si possono affrontare in una scuola secondaria di secondo grado e 
all’università nei corsi di statistica per matematici, biologi, ingegneri, ecc., traendo vantaggio 
dalle capacità di calcolo e di rappresentazione grafica di una calcolatrice. Questo strumento 
offre la possibilità di illustrare argomenti non contenuti nei programmi di statistica delle 
scuole ma estremamente utili, a nostro avviso, per approfondire alcuni aspetti, anche 
cruciali, del rapporto tra ricerca scientifica e applicazioni tecnologiche, contribuendo a 
sviluppare un opportuno senso critico nei confronti delle previsioni scientifiche e delle 
indagini statistiche. 
Vogliamo sottolineare la potenza di questo strumento per interiorizzare concetti che spesso 
rimangono sterili e astratti, spesso perché gli studenti si perdono dietro calcoli lunghi e 
contorti, non focalizzandosi sulle idee di base. Un altro problema che la calcolatrice può 
aiutare a risolvere, in particolare quando si studia la statistica, è quello che molto spesso gli 
studenti tendono a fissare la loro intuizione sulla base di pochissimi esempi. La calcolatrice 
permette di ampliare molto facilmente i casi studiati, utilizzando simulazioni opportune. 
“Giocare” con la randomizzazione è utile, ad esempio, a sperimentare che le coincidenze 
possano presentarsi in maniera naturale in processi aleatori e come molti eventi ritenuti 
improbabili sulla base di esperienze limitate si presentano in realtà con frequenze 
apparentemente paradossali anche nei più semplici fenomeni aleatori.  
Anche per sviluppare la capacità di controllare operazioni apparentemente molto semplici, 
la calcolatrice può risultare molto utile. Per esempio, un’attività semplice ma cruciale con la 
calcolatrice riguarda il raggruppamento dei dati. Quando si ha un insieme di dati e si vuole 
disegnare un istogramma, la prima scelta da fare è quella di scegliere l’ampiezza degli 
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intervalli in cui si vuole dividere l’insieme assegnato. Quello che accade, e che dunque 
bisogna osservare in numerosi esempi, è che, cambiando l’ampiezza degli intervalli, cambia 
l’aspetto dell’istogramma. Bisogna inoltre capire bene come vengono conteggiati i valori agli 
estremi degli intervalli usati per costruire un istogramma, in modo da interpretare in modo 
corretto il grafico ottenuto. Troppo frequentemente, anche in ambiti di ricerca, non si riesce 
a vedere in un istogramma qualcosa di significativo a causa di una scelta errata degli 
intervalli di partizione o di una accettazione acritica delle scelte utilizzate dai software di 
analisi statistica. A tal proposito citiamo il testo “Teaching Probability” [8], che propone una 
serie di esercizi che servono a far capire esplicitamente, ossia sulla base di esempi e 
controesempi, quanto molto spesso dei modelli fissati sulla base di pochi esempi, possano 
portare a conclusioni errate.   
Nel presente lavoro abbiamo considerato la calcolatrice grafica anche come possibile 
strumento di supporto per un corso di statistica di livello universitario con l’idea di 
utilizzarla per costruire un ponte tra l’insegnamento scolastico e quello universitario. 
Abbiamo inserito attività che riguardano i test statistici, anche non parametrici, e il calcolo e 
l’interpretazione degli intervalli di fiducia che non fanno parte del programma scolastico ma 
che, grazie alle calcolatrici, possono essere facilmente affrontati anche a scuola e che 
risultano utili non solo a facilitare gli studi futuri ma anche a fornire una base euristica 
solida per comprendere i meccanismi sui quali si basano scelte che hanno un peso sulla vita 
di tutti, quali quelle relative alla valutazione dell’efficacia di un vaccino o di diversi fattori di 
rischio, ecc.. Attività che permettono di rispondere alla necessità di sviluppare una 
conoscenza critica del significato dei test e degli intervalli di fiducia.  
Un altro argomento che abbiamo approfondito oltre il livello di una usuale trattazione 
scolastica è la regressione semplice secondo diversi modelli e l’interpretazione dei 
coefficienti di regressione, di determinazione e dello scarto quadratico medio. Tutto questo 
supportato dalla possibilità che fornisce la calcolatrice di implementare semplici programmi 
per analizzare approfonditamente insiemi di dati abbastanza numerosi.  
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1.	Analisi	statistica	di	una	variabile	numerica	
 

Le variabili statistiche che consideriamo in questa tesi sono per lo più variabili statistiche di 
tipo numerico o categoriale, dove le categorie sono codificate da numeri interi. 
Questa prima attività mostra come inserire una variabile di tipo numerico in una variabile di 
tipo lista e le principali operazioni che la calcolatrice permette di effettuare su questa 
tipologia di dati. Abbiamo scelto, come esempio illustrativo la lunghezza dei primi 20 fiumi 
della terra. I dati che riportiamo nella seguente tabella sono tratti da Wikipedia Italia. Le 
misure sono in chilometri. Ogni misurazione è sempre affetta da errori, la statistica insegna 
a tenere conto di queste incertezze con strumenti che introdurremo più avanti; per questo, 
in queste prime attività ci limitiamo a indicare le misure senza rappresentare l’incertezza 
relativa che può essere anche molto significativa. 
 
Nilo 6853 Congo 4371 
Rio delle 
Amazzoni 

6280 Niger 4167 

Mississippi – 
Missouri - 
Jefferson 

5970 Mackenzie 4022 

Fiume Azzurro 5797 Paranà 3998 
Fiume Giallo 5464 Murray 3750 
Ob 5410 Volga 3645 
Mekong 4880 Shatt al-‘Arab 3596 
Enisej 4506 Purus 3379 
Amur 4444 Madeira 3239 
Lena 4400 Yukon 3185 

 

Attività 1: conteggio del numero di osservazioni in un dato intervallo e costruzione di un 
istogramma. 

Esempio: conta il numero di fiumi della lista che hanno lunghezza compresa tra 3500 
(estremo incluso) e 4000 km (estremo escluso) e rappresenta graficamente i risultati 
ottenuti con un istogramma. 

 
Passaggio #1 
 
Per inserire le lunghezze in List 1, selezionare 
dal Main Menu la modalità Statistics e 
procedere come nel cap. 11 di (Bologna F., 
2018). 
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Passaggio #2 
 
In questo caso per risolvere il problema posto 
basta sfogliare la lista e contare i valori 
accettabili: sono quattro.  
 
Puoi fare in modo che sia la calcolatrice stessa a 
fornirti il risultato operando in maniera da 
permettere il calcolo per liste arbitrariamente 
lunghe, dove il conto manuale risulta 
impraticabile. C’è bisogno di un piccolo trucco. 
Nella Modalità Run Matrix il comando 
 
 (List 1≥3500) And (List 1<4000) 
 
produce una lista di 0 e 1, in cui appare 1 in 
corrispondenza di un valore di List 1 compreso tra 
3500 e 4000 e zero altrimenti. Basta quindi 
sommare gli elementi della lista prodotta dal 
comando precedente utilizzando il comando Sum 
per avere il risultato richiesto:   
 
Sum((List 1≥3500) And (List 1<4000)) 
 
Il commando SUM si trova tra i comandi del 
sottomenu LIST del Menu OPTN.  
 

 

  
                

 
   

         
    

 
Passaggio #3 
 
Puoi modificare la riga di comando in modo da 
ottenere la frequenza di osservazione negli 
intervalli di ampiezza uguale a 500 chilometri a 
partire da 3000 chilometri, aggiornando 
semplicemente i valori iniziali di S ed I, come 
mostrato nella schermata a fianco, in cui il valore 
iniziale è 4500 chilometri. 
 
Il comando da eseguire, che viene mostrato solo 
parzialmente nella schermata, è 
Sum((List 1≥S) And (List 1<S+I)). 
 

 

      

Passaggio #4 
 
Puoi programmare la calcolatrice in maniera da 
rendere automatica l’esecuzione del conteggio, 
anche quando nella lista viene memorizzato un 
numero di dati che non è pratico analizzare 
manualmente. Definiamo nuovo comando, che 
puoi chiamare CONTA.  
 
Dal Main Menu seleziona Program (B) e dal 
menu funzioni della schermata che si apre, la 
funzione NEW. Inserisci quindi il nome del 
programma, che può essere CONTA. 
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Passaggio #5 
 
Dalla finestra dell’editor di programmi, seleziona 
da tastiera il comando NEW, digita il nome che 
vuoi dare al programma, nell’esempio “CONTA” e 
infine premi il tasto EXE. 
 

 

         
 

 
 
Passaggio #6 
 
Sfogliando con il tasto cursore il menu delle 
funzioni, seleziona la funzione ?, che indica la 
richiesta di inserimento di variabile da parte 
dell’utente all’esecuzione del programma. 
 
Inserisci il resto del programma, come indicato 
nella figura a fianco. 
 
Il programma accetta in input il valore iniziale S 
da cui partire per conteggiare il numero di 
osservazioni e l’ampiezza I dell’intervallo in cui 
fare i conteggi.  
 
Conta quindi i valori della lista List 1 che sono 
compresi negli intervalli 
[S,S+I) [S+I,S+2I) [S+2I,S+3I) … 
fin che l’intervallo supera il valore Massimo della 
lista List 1. 
 
Memorizza i diversi conteggi nella lista List 2 e 
restituisce, al termine dell’esecuzione, il numero 
di elementi contenuti nella lista dei conteggi. 
 
Osserva che il programma presuppone che i valori 
su cui fare i conteggi siano già memorizzati nella 
Lista 1 e salva i conteggi nella Lista 2, 
sovrascrivendo i valori eventualmente già 
memorizzati in quella lista. Va quindi usato con 
attenzione se non si vogliono cancellare 
inavvertitamente dati preziosi.  
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Passaggio #7 
 
È possibile rappresentare graficamente il numero 
di elementi di una lista che cadono entro 
specificati intervalli con un istogramma. La 
calcolatrice è in grado di disegnarlo 
automaticamente seguendo i passi seguenti. 
 
Dal menu delle funzioni della schermata 
principale della modalità Statistics seleziona 
GRAPH e successivamente SET. Inserisci le 
opzioni come nella figura a fianco. 
 
Torna allo schermo precedente premendo il tasto 
d. 
 

 

       
    
 

 
Passaggio #8 
 
Seleziona dal menu delle funzioni la funzione 
GRAPH1 e indica l’estremo iniziale del primo 
intervallo (Start) e l’ampiezza degli intervalli 
(Width). Imposta i valori come indicato nella 
figura a fianco ed esegui il comando Draw 
premendo il tasto l. 
 

 

           
 
 

 
Passaggio #9 
 
Una volta ottenuto il grafico, come nella figura a 
fianco, è possibile, selezionando 1-VAR calcolare 
gli indici statistici della lista di cui viene mostrato 
l’istogramma (List 1). 
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Passaggio #10 
 
Selezionando la funzione Trace è possibile 
muoversi con il cursore sulle diverse colonne 
dell’istogramma. 
 
 Quando il puntatore è posto su una colonna 
vengono indicati il valore X dell’estremo sinistro 
dell’intervallo e il numero f degli elementi della 
lista che cadono in quell’intervallo. 
 

 

     

 

 

 

 

Approfondimento 1: come vengono conteggiati i valori agli estremi degli intervalli usati per 
costruire un istogramma? 

Negli istogrammi relativi a un piccolo numero di dati risulta talvolta cruciale conoscere 
esattamente a quale colonna dell’istogramma vengono attribuiti i valori estremi degli 
intervalli. Questa attività è dedicata a familiarizzare con le regole utilizzate dalla 
calcolatrice. 

 
Passaggio #1 
 
Memorizza nella lista List 3 i numeri 
 

1,2,2,3,3,3,4,4,4,4 
 

Imposta il primo grafico statistico StatGraph1 per 
rappresentare i dati nella Lista 3 in un 
istogramma.  
 
 
 
 

 

         
 

 

 
Passaggio #2 
 
Specifica nella finestra di selezione delle 
proprietà dell’istogramma i valori mostrati nella 
figura a fianco.  
 
Cerca di immaginare il risultato prima di 
visualizzare la rappresentazione grafica dei dati. 
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Passaggio #3 
 
Il programma per la costruzione dell’istogramma 
agisce nella maniera seguente: 

1. Calcola il massimo valore della lista di cui 
si vuole l’istogramma, sia esso M. 
Inizializza S=Start. 

2. Conta quanti valori della lista 
appartengono all’intervallo 
[S,S+Width) ovvero il numero dei 
valori x della lista tali che 
Start≤x<Start+Width. Disegna sopra 
l’intervallo [S,S+Width) un rettangolo 
di altezza proporzionale al conteggio 
effettuato. 

3. Controlla se M<S+Width. Se lo è termina 
il disegno. Altrimenti, aggiorna il valore 
di S ponendo S=S+Width e ripete il 
passo 2.  
 

 
 

         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Passaggio #4 
 
Dovrebbe essere chiaro a questo punto che se 
modifichi la partizione dell’intervallo su cui 
disegni l’istogramma, esso può avere un aspetto 
completamente diverso. Per esempio, come 
apparirà l’istogramma della medesima lista 
selezionando i valori di Start e Width come 
mostrato nella figura a fianco? 

 

         
 
 

 
Passaggio #5 
 
Ecco il diagramma dell’istogramma della nostra 
lista, con le impostazioni scelte nel Passaggio #4! 
 
Dimenticare come dipende un istogramma dalla 
scelta della partizione dell’intervallo su cui viene 
costruito, può creare difficoltà di interpretazione 
dei dati. È bene quindi esercitarsi a modificare la 
partizione, soprattutto per insiemi piccoli di dati, 
e conoscere perfettamente le regole di 
assegnazione degli estremi degli intervalli di 
partizione. 
 

 

     

 

 

Approfondimento 2: come selezionare i valori di Start e Width in maniera da fissare in 
anticipo il numero di colonne di un istogramma. 
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Passaggio #1 
 
Facciamo riferimento alla lista delle lunghezze 
dei fiumi, memorizzata in List 1. Nella pagina 
iniziale dell’editor statistico portati su List 1 
con il cursore e seleziona dal menu delle funzioni 
la funzione CALC. 
 

 

          
 

 
Passaggio #2 
 
Dal nuovo menu funzioni, seleziona 1-VAR per 
eseguire il calcolo dei principali indici statistici 
relativi ai dati memorizzati in List 1. 

 

      
 

 
Passaggio #3 
 
In due schermate vengono presentati i principali 
indici statistici: 
media 
somma dei valori 
somma dei quadrati 
deviazione standard 
deviazione standard campionaria 
numero delle osservazioni 
 
valore minimo delle osservazioni 
primo quartile 
mediana (secondo quartile) 
terzo quartile 
valore massimo delle osservazioni 
Moda (quando ce n’è più d’una, come in questo 
caso, vengono presentati tutti i valori delle 
mode, il loro numero e la frequenza con cui si 
presentano. La schermata riprodotta a fianco 
presenta solo la prima). 
Attenzione: per usare i valori corretti delle 
variabili statistiche utilizzate nei calcoli mostrati 
nelle figure è necessario preliminarmente 
inizializzarle eseguendo il comando 1-Var (o 
2-Var) del menu CALC che trovi nella finestra 
principale della Modalità Statistics. 
 
 

 

      
 

 

      

 
Passaggio #4 
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Una volta ottenuti i valori degli indici statistici, 
essi restano in memoria fino al calcolo statistico 
successivo.  
 
Supponi, dato K, di voler determinare i valori di 
Start e Width per avere K colonne 
nell’istogramma.  
 
Poiché nella finestra in cui viene richiesto il 
valore dei parametri non sono accessibili i valori 
delle variabili statistiche ma solo quelli delle 
variabili di tipo numerico, inizializza le variabili 
K, W e S nella modalità Run Matrix come 
indicato nella schermata a fianco. 
 
Attenzione: le variabili maxX e minX si possono 
selezionare premendo il tasto o e 
selezionando, dal menu delle funzioni, STAT e poi 
X. Le variabili necessarie si possono selezionare 
sfogliando il menu. 
 

      
 

    
 
 
    
 
        

 
Passaggio # 5 
 
Una volta memorizzati, come detto nel Passaggio 
#4, i valori di S e W, seleziona la funzione GRAPH 
dall’editor statistico. Dopo aver verificato che il 
primo grafico statistico è impostato come 
istogramma della lista LIST 1, inserisci nella 
finestra di dialogo i valori di S e W per Start e 
Width rispettivamente (premendo l il nome 
della variabile viene convertito nel suo 
contenuto). 
 
Il risultato è mostrato nell’istogramma a fianco 
che, come richiesto, è fatto di quattro colonne.  

 

     
 

     

 

 

Attività 2: calcolo della frequenza assoluta e relativa delle osservazioni in un dato intervallo. 

Esempio: calcola la frequenza assoluta e quella relativa delle lunghezze dei fiumi, ripartite in 
intervalli di lunghezza 500 chilometri, a partire da una lunghezza di 3000 chilometri. 

 
Passaggio #1 
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Nella figura a fianco troviamo l’istogramma già 
visto precedentemente in cui sull’asse delle 
ascisse sono stati riportati gli intervalli di 500 Km  
a partire dal valore di 3000 Km, sull’asse delle 
ordinate invece è riportato il numero dei fiumi 
appartenenti a ciascun intervallo. Muovendo il 
cursore, è possibile, riportando i valori mostrati 
dalla calcolatrice, costruire la seguente tabella 
delle frequenze: 
 
Ampiezza I degli 
intervalli 

Frequenze  

𝟑𝟎𝟎𝟎 ≤ 𝑰 < 𝟑𝟓𝟎𝟎       3 
𝟑𝟓𝟎𝟎 ≤ 𝑰 < 𝟒𝟎𝟎𝟎       4 
𝟒𝟎𝟎𝟎 ≤ 𝑰 < 𝟒𝟓𝟎𝟎       5 
𝟒𝟓𝟎𝟎 ≤ 𝑰 < 𝟓𝟎𝟎𝟎       2 
𝟓𝟎𝟎𝟎 ≤ 𝑰 < 𝟓𝟓𝟎𝟎       2 
𝟓𝟓𝟎𝟎 ≤ 𝑰 < 𝟔𝟎𝟎𝟎       2 
𝟔𝟎𝟎𝟎 ≤ 𝑰 < 𝟔𝟓𝟎𝟎       1 
𝟔𝟓𝟎𝟎 ≤ 𝑰 < 𝟕𝟎𝟎𝟎       1 

   

        
      

 
Passaggio #2 
 
Puoi generare automaticamente la lista delle 
frequenze, eseguendo il programma “CONTA” 
descritto in precedenza. Dopo averlo eseguito, 
basta leggere i valori memorizzati nella Lista 2.  
 
Riempi le liste 3 e 4 con i valori iniziali e finali 
degli intervalli, come nella figura a fianco. 
 

 

        

 
Passaggio #3 
 
Per calcolare le frequenze relative, evidenzia 
List 5 in cima al foglio elettronico e digita  
List 2 ÷ Dim List 1, in modo da dividere le 
frequenze assolute di List 2 per il numero degli 
elementi di List 1. Nella colonna List 5 
compariranno le frequenze relative. 
 

 

        
 

 

 

Attività 3: altre rappresentazioni grafiche della distribuzione delle frequenze di un insieme 
di dati. 
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Grafico a torta. Si tratta di suddividere un cerchio in spicchi di diverso colore che 
rappresentano gli intervalli su cui si esegue il conteggio e aventi area proporzionale al 
numero delle osservazioni. 

 
Passaggio #1 
 

Dal menu delle funzioni della schermata 
principale della modalità Statistics seleziona 
GRAPH e successivamente SET. Inserisci le opzioni 
come nella prima figura a fianco e visualizza il 
grafico a torta premendo l. 

 

         

          
 

          
 

 

Grafico a linee. Il grafico a linee è una modifica del diagramma di dispersione, che 
discuteremo nel capitolo successivo. Viene talvolta impiegato anche nella descrizione di una 
singola variabile numerica, memorizzando nella prima lista l’estremo sinistro di una 
partizione in intervalli, e nella seconda la frequenza delle osservazioni relativa a 
quell’intervallo.  I punti, le cui coordinate sono contenuti nelle due liste, vengono collegati 
con una spezzata.  

 
Passaggio #2 

Dal menu delle funzioni della schermata principale 
della modalità Statistics seleziona GRAPH e 
successivamente SET. Inserisci le opzioni come 
nella prima figura a fianco e visualizza il grafico a 
linee.  
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Grafico delle frequenze cumulative. È una spezzata nel piano cartesiano in cui le ascisse dei 
nodi rappresentano possibili valori fissati dei dati e le ordinate dei nodi indicano il numero 
di dati che sono minori o uguali alle corrispondenti ascisse. 

 
Passaggio #3 
 
Nella modalità Statistics, registra in List 1 
i valori iniziali degli intervalli di una partizione. In 
List 2 inserisci le frequenze delle relative 
osservazioni, slittando ogni valore di un posto e 
inserendo nella posizione List2[1] il valore zero. 
 

 

          
 

 
Passaggio #4 
 
Nella modalità Run Matrix puoi utilizzare la 
funzione Cuml (che si trova nel sottomenu LIST 
del Menu OPTN) per calcolare le frequenze 
cumulative, come nella schermata a fianco, e 
salvarle in List 3. 
 

 

          
 

 
Passaggio #5 
 
Dal menu delle funzioni della schermata 
principale della modalità Statistics seleziona 
GRAPH e successivamente SET. Inserisci le opzioni 
come nella figura a fianco. 
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Passaggio #6 
 
Visualizza la curva delle frequenze cumulative, 
detta ogiva. Tramite la funzione Trace, nota per 
esempio che in corrispondenza del punto di 
ascissa 4500, l’ordinata vale 12, questo vuol dire 
che ci sono 12 fiumi che hanno lunghezza minore 
di 4500. 

 

         
 

 

 

 

Attività 4: calcolo diretto di alcuni indici statistici. 

La calcolatrice, attraverso la funzione 1-Var del menu CALC della modalità Statistics 
fornisce i principali indici statistici relativi ad una variabile numerica. Riteniamo comunque 
didatticamente utile e formativo come introduzione all’uso delle funzionalità della 
calcolatrice il calcolo diretto di tali indici a partire dalla loro definizione. La praticità di 
implementare sulla calcolatrice una formula è molto utile quando non esiste 
un’implementazione già presente sulla calcolatrice. 

Opereremo sul contenuto di List 1 in cui abbiamo memorizzato i dati relativi ai 20 fiumi 
più lunghi della terra. 

 
Passaggio #1 
 
Media. Per calcolare la media di una lista bisogna 
sommare i suoi elementi e dividere il risultato per il 
loro numero. 
 
Per sommare gli elementi di una lista, usa la 
funzione Sum, che si raggiunge dalla modalità Run 
Matrix premendo il tasto i, selezionando la 
funzione List dal menu funzione e sfogliando il 
corrispondente menu. 
 
Per calcolare il numero degli elementi di una lista, 
usa la funzione Dim che si trova nello stesso menu. 
 
Nella figura a fianco facciamo il calcolo in tre passi 
per visualizzare l’intero calcolo e assegniamo i valori 
della dimensione della lista e della media 
rispettivamente alle variabili N ed M, in modo da 
poterle richiamare in seguito. 
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Percentili. Sia k un numero intero con 0 ≤ 𝑘 ≤ 100.  Assegnato un insieme di dati 
numerici, ne esiste sempre uno che è contemporaneamente maggiore o uguale di almeno il 
k percento dei dati, e minore o uguale di almeno il 100 − 𝑘  per cento dei dati. Quindi per 
determinare il percentile k-esimo di un campione ordinato in modo crescente di numerosità 
𝑛, occorre trovare quello o quei dati tali che, detto 𝑝 il rapporto 𝑘/100, almeno 𝑛𝑝 tra tutti 
gli elementi dell’insieme siano minori o uguali a loro e almeno 𝑛(1 − 𝑝) tra tutti i dati 
dell’insieme siano maggiori o uguali a loro.  
Notiamo che se il numero 	𝑛𝑝 non è intero, il valore che soddisfa le richieste è quello che 
occupa la posizione data da 	𝑛𝑝 arrotondato all’intero successivo. Se invece 	𝑛𝑝 è un numero 
intero è facile vedere che sia l’ np-esimo valore che il successivo soddisfano le richieste. 
Quindi la quantità cercata è la media di questi due valori.  
 
 
   

Passaggio #2 
 
Somma del quadrati. Per calcolare la somma dei 
quadrati degli elementi di una lista, usa la funzione 
Sum, questa volta da applicare alla lista dei 
quadrati degli elementi della lista originale. La lista 
dei quadrati si ottiene semplicemente valutando 
(List 1)2. 
 
Deviazione standard. Per calcolare la deviazione 
standard bisogna calcolare 

5
∑(𝑥8 − 𝑀);

𝑁  

dove 𝑥8 sono i valori della variabile, N il loro numero 
e M la loro media. Se la variabile contiene le 
osservazioni di un campione e si vuole stimare la 
deviazione standard sull’intera popolazione, il 
denominatore N va sostituito con N-1. Questa 
quantità prende il nome di deviazione standard 
campionaria. 
 
Valore massimo e valore minimo delle 
osservazioni. Per trovare il massimo e il minimo di 
una lista basta utilizzare le funzioni Max e Min, che 
si raggiungono dalla modalità Run Matrix 
premendo il tasto i, selezionando la funzione 
List dal menu funzione e sfogliando il 
corrispondente menu. Nel menu puoi trovare anche 
la funzione Mean mentre la deviazione standard Σ> e 
la deviazione standard campionaria 𝜎> sono 
disponibili nel catalogo completo delle funzioni. 
 
La figura a fianco mostra in un’unica schermata i tre 
calcoli appena descritti. 
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Passaggio #3 
 
Se il campione non è ordinato, occorre ordinarlo. 
Nella modalità Statistics, bisogna posizionarsi 
sulla lista da ordinare, selezionare TOOL e poi 
SORTASC. 
Nella figura a fianco abbiamo calcolato il 25-
esimo percentile o primo quartile, seguendo il 
procedimento appena descritto. 
 
 
 

           
 

 
Passaggio #4 
 
Con lo stesso procedimento, possiamo calcolare il  
secondo e il terzo quartile (rispettivamente 50-
esimo e 75-esimo percentile) e utilizzare questi 
valori per disegnare un grafico a scatola (Box-
Plot), che si ottiene sovrapponendo ad una linea 
orizzontale che va dal minore al maggiore dei 
dati, un rettangolo che va dal primo al terzo 
quartile, con una linea verticale che lo divide al 
livello del secondo quartile.  
  
Dal menu delle funzioni della schermata 
principale della modalità Statistics seleziona 
GRAPH e successivamente SET. Inserisci le opzioni 
come nella figura a fianco. 
 

 

          

 
Passaggio #5 
 
Visualizza il Box Plot. Tramite la funzione 
Trace e muovendoti con il tasto cursore puoi 
leggere i valori dei quartili, del minimo e del 
massimo. 
 

    

          

 

 

Attività 5: calcolo dei valori standardizzati. 

I valori di una variabile numerica X possono essere standardizzati rispetto alla media 𝜇	e alla 
deviazione standard 𝜎, questo risulta molto utile per confrontare il loro andamento più 
facilmente quando sono espressi in unità di misura diverse. Si ottiene quindi una nuova 
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variabile numerica 𝑍	definita 𝑍 ∶= (𝑋 − 𝜇)/σ. L’i-esimo valore di Z ci dice quanto dista xi 
dalla media in unità standard. 

Esempio: facendo riferimento alla lista delle lunghezze dei fiumi, trova i valori 
standardizzati del fiume più corto e del fiume più lungo. 

 
 

 

 
Passaggio #1 
 
Dalla finestra principale della modalità 
Statistics seleziona il menu CALC (premendo 
w) e quindi 1-Var (premendo nuovamente q) 
per calcolare i principali indici statistici e 
memorizzarli nelle rispettive variabili statistiche, 

 

 

Passaggio #2  

Nella modalità Run Matrix implementa la 
formula 	𝑍 = (𝑋 − 𝜇)/σ come nella figura a 
fianco. 
Le variabili �̅� e 𝜎𝑥 contengono i valori della media 
e della deviazione standard prodotti dalla 
valutazione della funzione 1-Var. Si trovano 
selezionando il menu VARS con il tasto (2,3) e 
quindi i sottomenu STAT e X. 
 

 

 

      
 
 
 

  

     
           
          

Passaggio #3 

Nella modalità Statistics i valori 
standardizzati sono visibili in List 2. 
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2.	Analisi	statistica	di	una	coppia	di	variabili	numeriche.	
 

In questa sezione proponiamo attività che riguardano insiemi di dati bivariati, ovvero 
sequenze di coppie di numeri che vengono memorizzate in due liste che contengono 
rispettivamente il primo ed il secondo elemento di ogni coppia. 

Dal Web http://meteobook.it/medie-climatiche-europa/ abbiamo reperito la seguente 
tabella, a cui faremo riferimento nelle attività del capitolo, con le temperature minime 
medie nei mesi di Gennaio e Luglio di 10 città europee. Le misure sono espresse in gradi 
Celsius. 

 

  Gennaio Luglio 
Roma    3   17 
Parigi    2   15 
Madrid    0   16 
Lisbona    8   17 
Londra    2   13 
Bruxelles    1   13 
Berlino   -3   13 
Oslo   -7   13 
Stoccolma   -5   14 
Varsavia   -17    8 

 

 

Attività 1: diagramma di dispersione e calcolo del coefficiente di correlazione lineare.  

Il diagramma di dispersione è il grafico di un insieme di punti le cui coordinate sono gli 
elementi di due variabili statistiche numeriche X e Y che insieme costituiscono un insieme 
di dati bivariati. 

Definiamo, inoltre, il coefficiente di correlazione lineare 𝑟, per un campione bivariato  
(𝑥8, 𝑦8), per 𝑖 = 1, 2,… , 𝑛, con medie campionarie �̅�	e 𝑦L e deviazioni standard campionarie 
𝑠>		e	𝑠O .  

𝑟 ≔
∑(𝑥8 − �̅�	)(𝑦8 − 𝑦L)
(𝑛 − 1)𝑠>	𝑠O

 

=
∑(𝑥8 − �̅�	)(𝑦8 − 𝑦L)

Q∑(𝑥8 − �̅�	); ∑(𝑦8 − 𝑦L);
. 
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Quando 𝑟 > 0 i dati si dicono correlati positivamente, mentre se 𝑟 < 0 si dicono correlati 
negativamente. 

Esempio: utilizzando i dati in tabella, traccia il loro diagramma di dispersione e determina il 
coefficiente di correlazione lineare campionaria tra le temperature di Gennaio e quelle di 
Luglio delle 10 città europee in tabella. 

 
Passaggio #1 

Inserisci i dati della tabella in due liste, come in 
figura, nella modalità Statistics. 

 
 
 
 
 

 

          
 

 
Passaggio #2 

Dal menu delle funzioni della schermata principale 
della modalità Statistics seleziona GRAPH e 
successivamente SET per selezionare il tipo di 
grafico e le liste con cui produrlo. Inserisci le 
opzioni come nella figura a fianco. 

 

 

           
 

 
Passaggio #3 

Visualizza il diagramma di dispersione. Le 
coordinate di ogni punto vengono mostrate quando 
si esplora il grafico la funzione Trace. 
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Passaggio #4 
 
Per ottenere il coefficiente di correlazione lineare, 
dal menu delle funzioni della schermata principale 
della modalità Statistics, seleziona CALC, poi 
REG, poi X ed infine aX+b. Si ottiene la schermata 
della figura accanto in cui 𝑟 ≈ 0.87. 

 

           

 
Passaggio #5 
 
Selezionando DRAW possiamo vedere la retta di 
regressione, i cui coefficienti a e b sono stati 
calcolati al passo precedente. 

 

 

 

 

Attività 2: calcolo diretto del coefficiente di correlazione lineare. 

Esempio: calcola a partire dalla definizione il coefficiente di correlazione lineare. 
  
 
Passaggio #1 

Nella schermata iniziale dell’editor statistico, 
selezioniamo List 1 e List 2 nel menu SET 
come valori per 2Var XList e 2Var YList 
rispettivamente, 

 

 

Torna allo schermo principale del menu 
Statistics e selezionia la funzione CALC. Dal 
nuovo menu, seleziona 2-VAR per eseguire il 
calcolo dei principali indici statistici relativi ai 
dati memorizzati in List 1 e in List 2. 
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Passaggio #2                                                  

Puoi calcolare il coefficiente di correlazione r a 
partire dalla sua definizione in termini di 
covarianza e deviazione standard. 
Per calcolare la covarianza di due liste puoi 
procedere nella maniera seguente. Innanzitutto, 
salva in una variabile di tipo lista (p.e. List 4) il 
calcolo seguente: 
(List 1-Mean(List 1))*(List 2-
Mean(List 2))->List 4 
La covarianza, che salverai nella variabile 
numerica C, è semplicemente la media della lista 
precedente. 
Per calcolare	r non resta che dividere C per le 
deviazioni standard sx	e	sy, che troverai 
premendo il tasto o (2,3) tra le variabili di tipo 
STAT (nel sotto-menu X la prima, in quello Y la 
seconda). 
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3.	Modelli	di	regressione	
 

In questo capitolo cominceremo con l’interpolazione lineare dei dati contenuti nell’esempio 
seguente. Questo servirà ad impostare il lavoro per le attività successive. 
Consideriamo la seguente tabella presa dal sito Istat che descrive l’età media delle donne 
italiane alla nascita del primo figlio in alcuni anni di riferimento dal 1970 al 2015.  

Anni 1970	 1975	 1980	 1985	 1990	 1995	 2000	 2005	 2010	 2015	
	

Età 
media  

28.29	 27.62	 27.47	 28.07	 28.91	 29.81	 30.41	 30.86	 31.26	 31.67	

 

 

Attività 1: calcola e disegna la retta di regressione lineare e il grafico dei residui. 

La calcolatrice per effettuare l’analisi di regressione utilizza il metodo dei minimi quadrati, 
scegliendo la retta che minimizza	𝑆𝑆` , ovvero la somma dei quadrati dei residui	dei punti di 
un diagramma di dispersione dalla retta stessa. 
Ricordiamo che un residuo è la differenza tra il valore effettivo di 𝑦 e il valore che si ottiene 
inserendo il valore di 𝑥 corrispondente ad 𝑦 nell’equazione di regressione 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥. 
Poiché i residui hanno segno variabile e somma nulla, ci serviremo della somma dei quadrati 
dei residui per una valutazione di quanto i punti si adattino alla retta di regressione o più in 
generale ad una curva di regressione. Se ad esempio tutti i punti giacessero sulla curva, 
allora	𝑆𝑆`  	sarebbe zero. In formule:  

𝑆𝑆` =d (𝑦8 − 𝑎 − 𝑏𝑥8);
e

8fg
 

La calcolatrice sceglie come valori per 𝑎	e 𝑏, quelli che minimizzano la somma 𝑆𝑆` . Per 
trovarne una espressione esplicita, deriviamo 𝑆𝑆`  rispetto ad 𝑎	e 𝑏: 

h

𝜕𝑆𝑆`
𝜕𝑎 = −2d(𝑦8 − 𝑎 − 𝑏𝑥8)

𝜕𝑆𝑆`
𝜕𝑏 = −2d𝑥8(𝑦8 − 𝑎 − 𝑏𝑥8)

 

Per cercare i punti critici di	𝑆𝑆`  , ed in particolare il minimo, occorre uguagliare a zero le 
due espressioni, ottenendo il sistema: 

h
d𝑦8 = 𝑛𝑎 + 𝑏d𝑥8												

d𝑥8𝑦8 = 𝑎d𝑥8 + 𝑏d𝑥8;
 

Se si pone 𝑦L ≔ 1 𝑛j ∑𝑦8   e   �̅� ≔ 1 𝑛j ∑𝑥8, con dei semplici passaggi algebrici otteniamo 
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𝑎 = 𝑦L − 𝑏�̅� 

𝑏 =
∑ 𝑥8𝑦8 − �̅� ∑ 𝑦888

∑ 𝑥8;8 − 𝑛�̅�;
. 

La retta 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑥 è quella che interpola meglio i dati. 

Descriviamo ora una formulazione più compatta per 𝑆𝑆` , la somma dei quadrati dei residui. 
Dovendo trattare con diverse sommatorie, introduciamo la seguente notazione: 

𝑆>> =d (𝑥8 − �̅�); =d 𝑥8;
8

− 𝑛�̅�;
8

 

𝑆OO =d (𝑦8 − 𝑦L);
8

=d 𝑦8;
8

− 𝑛𝑦L; 

𝑆>O = d (𝑥8 − �̅�)(𝑦8 − 𝑦L)
8

=d 𝑥8𝑦8 − 𝑛�̅�𝑦L
8

 

Con questa nuova notazione, il coefficiente b della retta di regressione può essere espresso 
come  

𝑏 =
𝑆>O
𝑆>>

. 

Dunque si dimostra una formulazione più compatta per 𝑆𝑆`  che è data da: 

𝑆𝑆` =
𝑆>>𝑆OO − 𝑆>O;

𝑆>>
. 

Anche il coefficiente di correlazione lineare r può essere riscritto in termini delle nuove 
sommatorie appena elencate: 

𝑟 =
∑(𝑥8 − �̅�	)(𝑦8 − 𝑦L)

Q∑(𝑥8 − �̅�	); ∑(𝑦8 − 𝑦L);
=

𝑆>O
Q𝑆>>𝑆OO

 

 

Esempio: utilizza i dati sull’età media delle donne italiane alla nascita del primo figlio per 
disegnare la retta di regressione e il grafico dei residui.  

Abbiamo scelto dei dati il cui diagramma di dispersione è evidentemente non lineare, 
abbiamo deciso però di svolgere i calcoli di questo esempio per evidenziare come la 
statistica anche in situazioni che ne sconsiglierebbero l’uso e quindi bisogna imparare a 
diffidare dei numeri che la statistica produce senza poter giustificare graficamente o sulla 
base di altre informazioni l’adeguatezza di modelli che si stanno impiegando. 
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Passaggio #1 
 
Inserisci i dati della tabella in due liste, come in 
figura, nella modalità Statistics. 
In particolare, per non utilizzare valori troppo 
alti, sostituisci gli anni con multipli di cinque, in 
modo che il 1970 sarà rappresentato con il valore 
5, il 1975 sarà rappresentato con il valore 10, e 
così via. 
            

 
Passaggio #2 
 
Dal menu delle funzioni della schermata 
principale della modalità Statistics seleziona  
GRAPH e successivamente SET. Inserisci le opzioni 
come nella figura a fianco.  
 

 

         
 

 
Passaggio #3 
 
Torna alla schermata principale del menu 
Statistics e selziona GRAPH, SELECT e, dopo 
aver verificati che è attivo il solo StatGraph 
impostato nel passaggio precedente, disegna il 
diagramma di dispersione selezionando il 
comando DRAW. 
 

 

         
 

 
Passaggio #4 
 
Dalla schermata del grafico è possibile calcolare 
la retta di regressione selezionando nell’ordine 
CALC, X e a+bx.  
 
La finestra riepilogativa, mostrata a fianco, 
mostra i coefficienti della retta di regressione, il 
coefficiente di regressione r, il suo quadrato r2 e 
l’errore quadratico medio MSe. 
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Passaggio #5 
 
Puoi provare a calcolare il coefficiente 
𝑟	attraverso la nuova formula 𝑟 = klm

Qkllkmm
. 

Le immagini a fianco mostrano l’implementazione 
che usa le variabili statistiche accessibili dal menu  
o  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Passaggio #6 
 
Disegna la retta di regressione sul diagramma di 
dispersione selezionando il comando DRAW. 

 

        
      

        
 
 

        
 

 
Passaggio #7 
 
Nel primo passaggio il calcolo della lista dei 
residui non viene automaticamente salvato, a 
meno che non specifichi nel Set Up in quale lista 
si vogliono memorizzare. 
 
 
  
A tal fine, dalla finestra dell’editor di lista accedi 
alla schermata di SET UP per specificare la Lista 
dove memorizzare i residui come valore 
dell’opzione Resid List. Nella 
schermata a fianco è indicata la scelta List 3. 
 
La lista dei residui si può calcolare direttamente 
valutando la seguente 
List 2-(a x List 1+Seq(b,x,1,Dim List 
1,1)) 
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Passaggio #8 
 
 È interessante analizzare il grafico dei residui 
rispetto ai valori predetti, ovvero lo scatter dei 
punti (𝑏𝑥8 + 𝑎, 𝑦8 − 𝑏𝑥8 − 𝑎), dove 𝑥8 sono i punti 
della Lisy 1 e 𝑦8 sono i punti della List 2;  
Nella modalità Statistics, quindi, posizionati sul 
riquadro della List 4 e digita  b x List1 + a, 
ottenendo i risultati che puoi visualizzare nella 
prima schermata a fianco. 
A questo punto il grafico scatter, che puoi vedere 
nella seconda figura a fianco, avrà in ascissa i 
valori della Lista 4 e in ordinata i valori della Lista 
3, ovvero i residui. 
Se si ottiene una nuvola “omogenea” di punti, 
rispetto alla retta y=0, il modello è corretto. 
Se la dipendenza della variabile risposta dalle 
variabili esplicative non è lineare (ad esempio, 
quadratica, esponenziale, logaritmica, ecc.) il 
grafico dei residui rispetto ai valori predetti 
enfatizza questa dipendenza non lineare. Il 
grafico dei residui di una regressione lineare deve 
essere privo di struttura, cioè essere puro 
“rumore”, per esempio prodotto da una 
distribuzione gaussiana o uniforme. 
 

 

          
           

             
 

 
Passaggio #9 
 
Calcola la somma dei quadrati dei residui.  
Puoi eseguire semplicemente l’operazione nella 
modalità Run Matrix come mostrato nella figura 
a fianco, se hai memorizzato in List 3 la lista 
dei residui. 
Puoi anche verificare facilmente che l’errore 
quadratico medio MSe si ottiene dividendo SS per 
(n − k) dove n indica il numero dei dati contenuti 
nella due liste che vengono utilizzate per il 
calcolo della regressione mentre k indica il 
numero di parametri che vengono stimati dal 
calcolo. Nel caso della regressione lineare, in cui 
vengono stimati i parametri a	e b, tale numero è 
uguale a due.  
 

 

           
           

 

 

Approfondimento 1: ragioni per cui altre regressioni danno diversi valori di 𝑟	e altre ancora 
nessun valore di 𝑟. Spiegazione del significato di 𝑟;. 

Esempio: recupera i diversi valori di 𝑟 per tutti tipi di interpolazione servendoti dei dati 
sull’età media delle donne italiane alla nascita del primo figlio. 
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Se visualizziamo sulla calcolatrice tutte le regressioni, ci accorgiamo che quelle in cui appare 
𝑟, sono la regressione lineare, la regressione logaritmica, la regressione esponenziale e la 
regressione di potenza. Intuitivamente in ognuna di queste 𝑟 rappresenta un indice che 
esprime quanto i punti dei dati siano lontani rispettivamente da una retta (𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏), da 
una funzione logaritmica (𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑙𝑛𝑥), da una funzione esponenziale	(𝑦 = 𝑎𝑒t>), e da una 
funzione di potenza (𝑦 = 𝑎𝑥t). 
Quando i dati sperimentali non evidenziano una correlazione di tipo lineare potrebbe essere 
conveniente trasformare l'equazione che rappresenta la curva che meglio approssima i dati 
in quella di una retta effettuando un cambiamento di variabili (linearizzazione). Il 
procedimento di linearizzazione consiste nell'usare una funzione delle variabili anziché le 
variabili stesse. Una classe importante di linearizzazioni è quella legata ad andamenti 
esponenziali (o logaritmici) e a leggi di potenza. Consideriamo la funzione	 

𝑦 = 𝑎𝑒t> 
 
Per ricondurci ad una forma più “comoda”, applichiamo una linearizzazione della funzione 
applicando il logaritmo: 

ln(𝑦) = ln(𝑎) + 𝑏𝑥 
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Ponendo 𝑌 = ln(𝑦) , 𝐴 = ln(𝑎) , 𝑋 = 𝑥, si graficano i dati mediante le nuove variabili 
funzionali 𝑋, 𝑌 che hanno così dipendenza lineare: 𝑌	 = 	𝐴 + 	𝐵𝑋. Confrontiamo adesso la 
regressione esponenziale nelle variabili 𝑥 e 𝑦, con la regressione lineare nelle variabili	𝑋 e 𝑌, 
aspettandoci di ottenere lo stesso valore di 𝑟. 
 

 
Passaggio #1 
 
Recuperiamo la schermata in cui appaiono gli 
indici di regressione esponenziale per i dati 
riguardanti l’età delle donne italiane alla nascita 
del primo figlio.  
 

 

           
 

 
Passaggio #2 
 
Volendo applicare la trasformazione 𝑌 = ln(𝑦), 
posizionati sulla Lista 3 e digita ln (List 2) 
In modo da applicare direttamente la 
trasformazione a tutti gli elementi della Lista 2 
 
 

 

          
 

 
Passaggio #3 
 
Dalla schermata principale seleziona CALC , poi 
SET e imposta i dati come nella figura a fianco. 

 

          
 

 
Passaggio #4  
 
Tornando indietro alla schermata principale 
seleziona REG, X e a+bx, in modo da visualizzare i 
valori relativi alla regressione lineare nelle nuove 
variabili X e Y. 
Il valore di 𝑎 ≈ −3.22 è il risultato automatico del 
ln	(𝑎 ≈ 0.04) della regressione esponenziale. 
Notiamo che il valore di 𝑟 ≈ 0.89	è lo stesso sia per 
la regressione esponenziale nelle variabili 𝑥 e 𝑦, 
che per la regressione lineare nelle nuove variabili 
𝑋 e 𝑌. 
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Gli stessi calcoli e confronti si possono fare con la regressione logaritmica, che interpola i 
dati con la funzione 𝑦 = 𝑎 + 𝑏𝑙𝑛𝑥, attraverso il cambio di variabili 𝑌 = 𝑦, 𝑋 = ln	(𝑥). Anche 
in questo caso confrontiamo la regressione logaritmica nelle variabili 𝑥 e 𝑦, con la 
regressione lineare nelle variabili	𝑋 e 𝑌, aspettandoci di ottenere lo stesso valore di 𝑟. 
 
 
Passaggio #5 
 
Recuperiamo la schermata in cui appaiono gli 
indici di regressione logaritmica per i dati 
riguardanti l’età delle donne italiane alla nascita 
del primo figlio. 
 

 

         
 

 
Passaggio #6 
 
Volendo applicare la trasformazione 𝑋 = ln(𝑥), 
posizionati sulla Lista 3 e digita ln (List 1) 
in modo da applicare direttamente la 
trasformazione a tutti gli elementi della Lista 1. 
 
 
 

 

         
 

 
Passaggio #7 
 
Dalla schermata principale seleziona CALC, poi 
SET e imposta i dati come nella figura a fianco. 
 

 

         
 

 
Passaggio #8  
 
Tornando indietro alla schermata principale 
seleziona REG, X e a+bx, in modo da visualizzare i 
valori relativi alla regressione lineare nelle nuove 
variabili X e Y. 
Notiamo che il valore di 𝑟 ≈ 0.95	è lo stesso sia per 
la regressione logaritmica nelle variabili 𝑥 e 𝑦, che 
per la regressione lineare nelle nuove variabili 𝑋 e 
𝑌. 
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Consideriamo infine la regressione di potenza, che interpola i dati con la funzione 𝑦 = 𝑎𝑥t, e 
attuiamo la linearizzazione applicando il logaritmo in base b.  
Si ha: 𝑙𝑜𝑔t𝑦 = 𝑙𝑜𝑔t𝑎 + 𝑏𝑙𝑜𝑔t𝑥 . Il cambio di variabili da fare è dunque: 𝑌 = 𝑙𝑜𝑔t𝑦	e 𝑋 =
𝑙𝑜𝑔t𝑥	, in modo da ottenere una relazione di dipendenza lineare del tipo: 𝑌 = 𝑙𝑜𝑔t𝑎 + 𝑏𝑋 . 
Anche in questo ultimo caso confrontiamo la regressione di potenza nelle variabili 𝑥 e 𝑦, con 
la regressione lineare nelle variabili	𝑋 e 𝑌, aspettandoci di ottenere lo stesso valore di 𝑟. 
 
 
Passaggio #9 
 
Recuperiamo la schermata in cui appaiono gli 
indici di regressione di potenza per i dati 
riguardanti l’età delle donne italiane alla nascita 
del primo figlio. 
 

 

         
 

 
Passaggio #10 
 
Volendo applicare le trasformazioni  𝑋 =
𝑙𝑜𝑔t𝑥		e	𝑌 = 𝑙𝑜𝑔t𝑦	, nella modalità Run Matrix 
implementa le due trasformazioni rispettivamente 
per gli elementi della Lista 1 e per gli elementi 
della Lista 2, salvando i risultati nella liste 4 e 5.  

 

         
               

 
Passaggio #11 
 
Dalla schermata principale seleziona CALC, poi 
SET e imposta i dati come nella figura a fianco. 
 

         

         
 

 
Passaggio #12 
 
Tornando indietro alla schermata principale 
seleziona REG, X e a+bx, in modo da visualizzare i 
valori relativi alla regressione lineare nelle nuove 
variabili X e Y. 
Il valore di 𝑎 ≈ −24.8	è il risultato automatico del 
𝑙𝑜𝑔t(𝑎) della regressione di potenza. Notiamo che 
il valore di 𝑟 ≈ 0.94	è lo stesso sia per la 
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regressione di potenza nelle variabili 𝑥 e 𝑦, che per 
la regressione lineare nelle nuove variabili 𝑋 e 𝑌. 
 

 
Per le altre regressioni a disposizione sulla calcolatrice non è possibile applicare alcun 
cambio di coordinate in modo da linearizzare le funzioni interpolanti, infatti in quei casi, 
nella schermata degli indici di regressione, non appare alcun valore per 𝑟. 
Un altro indice che misura la bontà di adattamento del modello di regressione è il 
coefficiente di determinazione 𝑟;. 
Nei casi in cui appare il valore di 𝑟, per trovare il valore di 𝑟;, la calcolatrice eleva 
semplicemente al quadrato il primo. Negli altri casi segue una procedura, che coincide con la 
quadratura del coefficiente di correlazione nel caso della regressione lineare, a partire dalle 
seguenti quantità: 

- Devianza totale 𝑆OO   

d (𝑦8 − 𝑦L);
e

8fg
 

- Devianza residua 𝑆𝑆`   

d(𝑦8 − 𝑦{8); 

- Devianza spiegata dal modello 𝑆𝑆|  

d(𝑦{8 − 𝑦L); 

dove 𝑦8 sono i dati osservati, 𝑦L è la media dei dati osservati e 𝑦{8 sono i dati stimati dal 
modello di regressione. 

Il coefficiente di determinazione, intes0 come rapporto tra la devianza spiegata dal modello 
e la devianza totale, si può quindi calcolare come 

𝑟; =
𝑆𝑆|
𝑆}}

= 1 −
𝑆𝑆`
𝑆}}

. 

Verifichiamo per esempio che il valore di 𝑟; che appare nella regressione logaritmica sia lo 
stesso di quello calcolato attraverso questa formula. 
 
 
Passaggio #13 
 
Recuperiamo il valore di 𝑟; che fornisce la 
calcolatrice nella regressione logaritmica. 

𝑟; = 0.89543091… 
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Passaggio #14 
 
Nel primo passaggio abbiamo calcolato in modalità 
Run Matrix la quantità 𝑆OO = ∑(𝑦8 − 𝑦L);e 
l’abbiamo salvata nella costante 𝑇. 
Nel secondo passaggio abbiamo calcolato 𝑌�8 = 𝑎 +
𝑏 × 𝑥8, salvando i risultati nella lista 4.  
Successivamente abbiamo calcolato la 
quantità	𝑆𝑆` = ∑(𝑦8 − 𝑦{8); e l’abbiamo salvata 
nella costante 𝑆. 
Infine abbiamo calcolato  

𝑟; = 1 −
𝑆𝑆`
𝑆OO

 

Possiamo verificare che il risultato è esattamente 
quello aspettato. 

 

         
 

         
 

 
Verifichiamo un’affermazione che avevamo anticipato precedentemente, secondo cui la 
procedura appena utilizzata per il calcolo di 𝑟; coincide con la quadratura del coefficiente di 
correlazione nel caso della regressione lineare. 
Ricordiamo infatti che avevamo trovato una seconda notazione per la formula del 
coefficiente r: 

𝑟 =
𝑆>O

Q𝑆>>𝑆OO
. 

Utilizzando l’identità per cui  

𝑆𝑆` =
𝑆>>𝑆OO − 𝑆>O;

𝑆>>
 

 
 
otteniamo che 

𝑟; =
𝑆>O;

𝑆>>𝑆OO
=
𝑆>>𝑆OO − 𝑆𝑆`𝑆>>

𝑆>>𝑆OO
= 1 −

𝑆𝑆`
𝑆OO
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Passaggio #15 
 
Recuperiamo il valore di 𝑟; che fornisce la 
calcolatrice nella regressione lineare. 

𝑟; = 0.89643406 

 

       
 

 
Passaggio #16 
 
Nel primo passaggio abbiamo calcolato in modalità 
Run Matrix la quantità 𝑆OO = ∑(𝑦8 − 𝑦L);e 
l’abbiamo salvata nella costante 𝐴. 
Nel secondo passaggio abbiamo calcolato la 
quantità	𝑆𝑆` = ∑(𝑦8 − (𝑎 × 𝐿𝑖𝑠𝑡	1 + 𝑏)); e 
l’abbiamo salvata nella costante 𝐵. 
Nella seconda schermata abbiamo calcolato  

𝑟; = 1 −
𝑆𝑆`
𝑆OO

 

Possiamo verificare che il risultato è esattamente 
quello aspettato. 
 

 

      
 

 
Passaggio #17 
 
Abbiamo infine recuperato il valore di r e ne 
abbiamo calcolato il quadrato, ottenendo lo stesso 
risultato del passaggio precedente. 

 

       
 

 
  

Un interessante dibattito riguarda il significato di 𝑟; nelle regressioni non lineari [10]. L’idea 
di partenza è che il calcolo si 𝑟; sia basato sul presupposto che stiamo interpolando i dati in 
modo lineare, altrimenti 𝑟; perde di significato e non dovrebbe essere utilizzato per la 
valutazione dell’adattamento. Il motivo è abbastanza chiaro. Abbiamo detto in precedenza 
che la devianza totale dei dati, 𝑆}}, è data alla somma della devianza residua, 𝑆𝑆`,	e della 
devianza spiegata dal modello	𝑆𝑆| . Tale uguaglianza nel caso delle regressioni non lineari 
non sussiste e di conseguenza non ha più senso definire 𝑟; come rapporto tra devianza di 
regressione e devianza totale. In effetti la calcolatrice utilizza questa definizione di 𝑟; 
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soltanto nella regressione lineare e in quelle che possono essere “linearizzate”, ovvero le 
regressioni logaritmica, esponenziale e di potenza. Negli altri casi invece 𝑟; viene 
considerato semplicemente come il quadrato di 𝑟 e non è un indice significativo per almeno 
tre motivi:  

- 𝑟; tende ad essere uniformemente alto sia per modelli molto buoni che per modelli 
molto cattivi. 

- 𝑟; non sempre aumenta per modelli non lineari migliori- 

- Utilizzando 𝑟; per scegliere il miglior modello finale conduce al modello corretto solo 
il 28-43% delle volte 

Approfondimento 2: la regressione mediana (MED-MED). 

Presentiamo una breve attività in cui viene spiegata come si genera la retta di regressione 
mediana. Le nozioni teoriche verranno spiegate nel corso dell’attività. 

K 
Passaggio #1 
 
Consideriamo una lista di valori che salviamo nella 
Lista 1: 
0 1 1.5 2 2.5 

La media di questi valori è �̅� = 1.4	e la mediana è 
Med = 1.5, come possiamo verificare selezionando 
CALC e 1-VAR. 

 

         
 

 
Passaggio #2 
 
Dato un insieme di valori 𝑥g,… , 𝑥e la media è quel 
valore che minimizza la quantità: ∑ (𝑥8 − 𝑥);e

8fg . 
Nella modalità Graph abbiamo inserito, come nella 
figura a fianco, i dati della Lista 1 nella 
sommatoria appena citata. Si ha: 
𝑌1 = (0 − 𝑥); + (1 − 𝑥); + (1,5 − 𝑥); + (2 − 𝑥);

+ (2,5 − 𝑥); 
   
 
 

 

        

 
Passaggio #3 
 
Selezionando “Draw” vediamo rappresentato il 
grafico relativo alla sommatoria precedente. Si 
tratta di una parabola avente come punto di 
minimo il valore 𝑥 = 1,4 che è proprio la media dei 
valori della Lista 1.Il punto di minimo è 
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visualizzabile selezionando in sequenza SHIFT, f5, 
MIN. 
 

        
 

 
Passaggio #4 
 
Un discorso analogo si fa per la mediana. Dato un 
insieme di valori 𝑥g,… , 𝑥e la mediana è quel valore 
che minimizza la quantità: ∑ |𝑥8 − 𝑥|e

8fg . 
Nella modalità Graph abbiamo inserito, come nella 
figura a fianco, i dati della Lista 1 nella 
sommatoria appena citata. Si ha 
𝑌1 = |0 − 𝑥| + |1 − 𝑥| + |1,5 − 𝑥| + |2 − 𝑥| + |2,5

− 𝑥| 
 

  

        

 
Passaggio #5 
 
Selezionando “Draw” vediamo rappresentato il 
grafico relativo alla sommatoria precedente. Si 
tratta di una funzione lineare a tratti avente come 
punto di minimo il valore 𝑥 = 1,5 che è proprio la 
mediana dei valori della Lista 1. 
 
  

         
 

 
Passaggio #6 
 
Consideriamo due liste in cui abbiamo inserito 
cinque valori: 
Lista 1= {0, 1, 1.5, 2, 2.5} 
Lista 2= {-1, -1.5, 0, -1, 2} 
 

   

        
 

 
Passaggio #7 
 
Ricordiamo che la regressione lineare consiste 
nell’interpolazione di punti della forma (𝑥8, 𝑦8) 
attraverso una retta, 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏, in cui 𝑎 e 𝑏 sono 
valori che minimizzano la seguente sommatoria: 

d (𝑦8 − 𝑎𝑥8 − 𝑏);.
e

8fg
 

Denotiamo 𝑎 con 𝑋 e 𝑏 con 𝑌, nel nostro caso la 
sommatoria si traduce in: 
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𝑍 = (−1 − 𝑌); + (−1.5 − 𝑋 − 𝑌); + 
+(−1.5𝑋 − 𝑌); + (−1 − 2𝑋 − 𝑌); + (2 − 2.5𝑋 − 𝑌); 
 
Nella modalità Graph-3D abbiamo inserito la 
sommatoria come nella figura a fianco. 
 
 
Passaggio #8 
  
Selezionando dalla schermata precedente il tasto 
DRAW otteniamo la figura a fianco, il cui punto di 
minimo ha coordinate X e Y che sono 
rispettivamente i valori a e b con cui viene 
costruita la retta di interpolazione lineare. 

 

        
 

 
Passaggio #9 
 
La regressione med-med consiste 
nell’interpolazione di punti della forma (𝑥8, 𝑦8) 
attraverso una retta, 𝑦 = 𝑎𝑥 + 𝑏, in cui 𝑎 e 𝑏 sono 
valori che minimizzano la seguente sommatoria: 

d |𝑦8 − 𝑎𝑥8 − 𝑏|.
e

8fg
 

Denotiamo 𝑎 con 𝑋 e 𝑏 con 𝑌, nel nostro caso la 
sommatoria si traduce in: 
𝑍 = | − 1 − 𝑌| + | − 1.5 − 𝑋 − 𝑌| + | − 1.5𝑋 − 𝑌| + |

− 1 − 2𝑋 − 𝑌| + |2 − 2.5𝑋 − 𝑌| 
 
Nella modalità Graph-3D abbiamo inserito la 
sommatoria come nella figura a fianco. 
 

 

        
 

 
Passaggio #9 
  
Selezionando dalla schermata precedente il tasto 
DRAW otteniamo la figura a fianco che si presenta 
come una funzione lineare a tratti in due variabili, 
il cui punto di minimo ha coordinate X e Y che 
sono rispettivamente i valori a e b con cui viene 
costruita la retta di interpolazione MED-MED. 
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4.	Descrizione	dei	dati	per	categorie	
 

In questo capitolo vedremo un altro modo per descrivere i dati ricavati da una osservazione 
suddividendoli in categorie. Questo metodo risulta particolarmente utile quando abbiamo a 
che fare con una grande quantità di dati.  

L’esempio che proponiamo, preso da Wikipedia Italia, riguarda la distribuzione dei grandi 
mammiferi nel Parco Nazionale d’Abruzzo. Riassumiamo i dati nella seguente tabella: 

Mammiferi Orso Bruno Lupo Camoscio Cervo Capriolo 
Numero di 
individui 

57 45 650 750 350 

 

 

Attività 1: calcolo della percentuale di osservazioni per ogni categoria e confronto mediante 
un grafico a barre. 

Esempio: svolgi l’attività proposta utilizzando la tabella di inizio capitolo in cui gli animali 
sono stati suddivisi in cinque categorie (orso bruno, lupo, camoscio, cervo e capriolo). 

 
Passaggio #1 
 
Inserisci i dati della tabella nella lista 1 come 
nella figura a fianco, in modo che ogni 
elemento della lista corrisponda al numero di 
animali di ogni categoria. 
 

 

          
 

 
Passaggio #2 
 
Posizionandoti sul riquadro della lista 2, digita  
List 1 × 100 ÷ sum(List 1), in modo 
da ottenere i valori in percentuale. 

 

          
 

 
Passaggio #3 
 
Dal menu delle funzioni della schermata 
principale della modalità Statistics seleziona 
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GRAPH e successivamente SET. Inserisci le 
opzioni come nella figura a fianco.  
 
 
 
 

          
 

 
Passaggio #4 
 
Visualizza il grafico a barre che mette 
chiaramente in mostra come vi sia una 
minoranza di orsi e lupi e una maggioranza di 
camosci e cervi. Questo grafico mette a 
confronto le percentuali, ma ha le proporzioni 
e la forma esatte di uno che mette a confronto 
i dati assoluti.  

 

          
 

 

 

Attività 2: costruzione di una tabella a doppia entrata e rappresentazione di grafici a barre 
comparativi.  

Esempio: considera la tabella sui mammiferi nel Parco Nazionale d’Abruzzo dell’attività 
precedente e supponi di voler dividere ogni categoria in due sottocategorie che dividono gli 
animali in cuccioli e adulti, ottenendo la seguente tabella più precisa:  

Mammiferi Orso Bruno Lupo Camoscio Cervo Capriolo 
cuccioli   30  25   400  450   210 
adulti   27  20   250  300   140 

 

 
Passaggio #1 
 
Inserisci i dati della tabella nelle liste come 
nelle figura a fianco, cioè ponendo in ogni lista 
i dati relativi ad ogni animale. Per esempio 
nella lista 1 poniamo 30 cuccioli e 27 adulti. 
 
 

 

          
 

 
Passaggio #2 
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Trasforma i valori inseriti in percentuale, 
selezionando la lista 1 e digitando l’operazione 
List1×100÷Sum(List1). 

         
 

 
Passaggio #3 
 
Dal menu delle funzioni della schermata 
principale della modalità Statistics seleziona 
GRAPH e successivamente SET. Inserisci le 
opzioni come nella figura a fianco.  
 

 

          
 

 
Passaggio #4 
 
Visualizza i grafici a barre comparativi. Nella 
figura a fianco vengono paragonati gli orsi 
(colore blu) e i lupi (colore rosso), cuccioli e 
adulti. 
 
 

 

         
 

 
Passaggio #5 
 
È possibile visualizzare anche tre categorie per 
volta, in figura per esempio, rispetto alla 
precedente abbiamo aggiunto la categoria dei 
camosci in verde.  
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5.	Variabili	aleatorie	normali	e	teorema	del	limite	centrale.	
 

Introduciamo nuove attività di statistica inferenziale a partire da un breve ripasso delle 
nozioni teoriche che ci saranno utili in seguito. 
Ricordiamo che la funzione di ripartizione F di una variabile aleatoria X è definita, per ogni 
numero reale 𝑥, tramite: 

𝐹(𝑥) ≔ 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥). 
 
La funzione di densità f di una variabile aleatoria X è la funzione per cui, dato 𝐵	un insieme 
di numeri reali,  

𝑃(𝑋 ∈ 𝐵) = � 𝑓(𝑥)	𝑑𝑥
�

 

 
Una variabile aleatoria 𝑋 si dice normale (oppure gaussiana) di parametri 𝜇 e 𝜎;, e si scrive 
𝑋~𝒩(𝜇, 𝜎;),	 se ha funzione di densità data da: 

𝑓(𝑥) =
1

√2𝜋𝜎
𝑒𝑥𝑝 �−

(𝑥 − 𝜇);

2𝜎; �,								∀𝑥 ∈ ℝ 

Vale inoltre che se 𝑋~𝒩(𝜇, 𝜎;), allora  

𝑍 ≔	
𝑋 − 𝜇
𝜎  

è una variabile aleatoria normale con media 0 e varianza 1.	Una tale variabile aleatoria si 
dice normale standard; la sua funzione di ripartizione riveste un ruolo importante in 
statistica ed è normalmente indicata con il simbolo Φ: 

Φ ≔	
1
√2𝜋

� 𝑒�O� ;⁄
>

��
𝑑𝑦,							∀𝑥 ∈ ℝ. 

Enunciamo infine il Teorema del limite centrale: 

Siano 𝑋g, 𝑋;, … , 𝑋e delle variabili aleatorie indipendenti e identicamente distribuite, tutte 
con media 𝜇 e varianza 𝜎;. Allora se 𝑛 è grande, la somma 𝑋g + 𝑋; +⋯+ 𝑋e  è 
approssimativamente normale con media 𝑛𝜇	e varianza 𝑛𝜎;. Si può anche normalizzare la 
somma precedente in modo da ottenere una distribuzione approssimativamente normale 
standard. Si ha infatti che 

𝑋g + 𝑋; +⋯+ 𝑋e − 𝑛𝜇
𝜎√𝑛

	~	𝒩(0, 1). 
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Attività 1: calcolo della probabilità che un’osservazione casuale cada in un certo intervallo, 
dato un campione di variabili aleatorie 𝑋g, 𝑋;, … , 𝑋e  distribuite normalmente. 

Esempio: la seguente tabella contiene i risultati delle misurazioni del quoziente intellettivo 
(QI) di 20 liceali.  Qual è la probabilità che una persona estratta a cas0 abbia un QI minore 
di 100? Maggiore di 100? Compreso tra 100 e 120? 

QI 70 80 90 100 110 120 130 140 
frequenza 1 2 3 5 3 2 1 3 

 

 
Passaggio #1 
 
Dalla modalità Statistics immetti i dati del QI nella 
lista 1 e i dati delle frequenze nella lista 2, come in 
figura. 

     

         
 

 
Passaggio #2 
 
Effettua i calcoli statistici a variabile singola, 
tenendo conto ovviamente delle frequenze. Bisogna 
dunque prima premere CALC, SET ed impostare la 
schermata come nella prima figura a fianco in modo 
da specificare che nella lista 2 si trovano le 
frequenze con cui appaiono i valori della lista 1.A 
questo punto si possono visualizzare i principali indici 
statistici. 
 

           

         
 

         
         

 
Passaggio #3 
 
Conosciamo già un metodo per standardizzare tutti i 
valori di una lista. Adesso ne proponiamo un altro. 
Dalla modalità Run Matrix premi il tasto OPTN, 
seleziona PROB ed infine t(. Nella figura a fianco 
abbiamo calcolato il valore standardizzato sia di un 
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Attività 2: distribuzione chi- quadro e distribuzione t di Student 
 
Vediamo a questo punto due distribuzioni che derivano da quella normale: la distribuzione 
chi-quadro e la distribuzione t di Student. 

solo dato t(80), sia di tutta la lista1, salvando poi i 
risultati nella lista 3. 

         
 

 
Passaggio #4 
 
Per rispondere ai quesiti dell’attività visualizza la 
schermata del passaggio 3. L’opzione "P( fornisce la 
probabilità che una persona estratta abbia QI minore 
dell’argomento di P( . Puoi quindi calcolare la 
probabilità che il QI sia minore di 100 scrivendo 
P(t(100)), ovvero inserendo nell’argomento di P il 
valore standardizzato corrispondente a 100. 
Per calcolare la probabilità che il QI della persona 
estratta sia maggiore di 100, puoi scrivere   
1-P(t(100)) oppure utilizzare l’opzione R(, che 
fornisce la probabilità che una persona estratta abbia 
QI maggiore dell’argomento. 
Infine per calcolare la probabilità che il Qi della 
persona estratta sia compreso tra 120 e 140, si 
utilizza l’opzione Q( che fornisce la probabilità il QI 
estratto sia compreso tra 0 e l’argomento. Allora per 
rispondere al terzo quesito basta digitare  
Q(t(140))-Q(t(120)). 

   

      
     

         
 

 
Passaggio #5 
 
È possibile visualizzare la curva di Gauss in cui viene 
colorata l’area del sotto grafico corrispondente alla 
probabilità che un certo valore sia in un intervallo 
nella figura a fianco l’area colorata rappresenta 
P(100). 
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Se 𝑍g,… , 𝑍e sono variabili aleatorie normali standard e indipendenti, allora la somma dei 
loro quadrati, 

𝑋 ≔	𝑍g; +⋯+ 𝑍e; 
 
è una variabile aleatoria che prende il nome di chi-quadro a n gradi di libertà, in simboli 
𝑋	~	𝒳e

;. 
Se 𝑍	e 𝐶e sono variabili aleatorie indipendenti, la prima normale standard e la seconda chi-
quadro con 𝑛 gradi di libertà, allora la variabile aleatoria definita come 
                             

																																																																													𝑇e ≔ 	 �
Q�� e⁄

  

 
si dice avere distribuzione t di Student a n gradi di libertà.  
 
Esempio: sia X una variabile aleatoria t di Student con 8 gradi di libertà, trova 𝑃(𝑋 > 1). Sia 
Y una variabile aleatoria chi-quadro con 6 gradi libertà. Trova 𝑃(𝑌 ≤ 6). 
 
 
Passaggio #1 
 
La funzione tCD reperibile sul catalogo della 
calcolatrice, calcola la probabilità cumulativa di 
una distribuzione t di Student tra un limite 
inferiore e un limite superiore. Dato che  
 𝑃(𝑋 > 1) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 1), puoi calcolare 𝑃(𝑋 ≤ 1) 
scegliendo come limite inferiore un valore 
piuttosto basso come -9999, come limite superiore 
1 e inserendo i gradi di libertà 8. Successivamente 
per calcolare 𝑃(𝑋 > 1) ti basta sottrarre a 1 il 
valore di tCD.  
 

 

       
 

 
Passaggio #2 
 
Per ottenere un grafico di 𝑃(𝑋 > 1) in termini di 
area di sottografico della curva t di Student, puoi 
inserire i valori assegnati nell’esercizio come nella 
figura a fianco, a partire dalla modalità statistics.  
La schermata al lato si ottiene scegliendo DIST, t e 
infine tcd. 

 

       
 

 
Passaggio #3 
 
Scorrendo verso il basso la schermata precedente 
e premendo sul tasto Draw, otterrai la figura al 
lato e il valore P che coincide con quello calcolato 
nel passaggio 1. 
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Passaggio #4 
 
La funzione chiCD reperibile sul catalogo della 
calcolatrice, calcola la probabilità cumulativa di 
una distribuzione t chi quadro tra un limite 
inferiore e un limite superiore. 
 Puoi calcolare 𝑃(𝑌 ≤ 6) scegliendo come limite 
inferiore un valore piuttosto basso come -9999, 
come limite superiore 1 e inserendo i gradi di 
libertà 6.  
 

    

        
 

 
Passaggio #5 
 
Per ottenere un grafico di 𝑃(𝑌 > 1) in termini di 
area di sottografico della curva chi quadro, puoi 
inserire i valori assegnati nell’esercizio come nella 
figura a fianco, a partire dalla modalità statistics.  
La schermata al lato si ottiene scegliendo DIST, 
CHI e infine Ccd. 

 

        
 

 
Passaggio #6 
 
Scorrendo verso il basso la schermata precedente 
e premendo sul tasto Draw, otterrai la figura al 
lato e il valore P che coincide con quello calcolato 
nel passaggio 1. 
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6.	Stima	e	determinazione	degli	intervalli	di	fiducia	
 

In questo capitolo discuteremo di vari modi in cui si possono stimare parametri statistici 
incogniti relativi ad una popolazione attraverso gli intervalli di fiducia. Proponiamo di 
seguito un breve ripasso prima di addentrarci nelle attività da svolgere sulla calcolatrice a 
partire dalla definizione di intervallo di confidenza. 

Per intervallo di confidenza di un parametro 𝜃 da stimare (ad es. della media µ) della 
popolazione, intendiamo un intervallo che abbia una definita probabilità	(1 − 𝛼) (ad es. (1 −
0.05) = 0.95) di contenere il vero parametro della popolazione. 

Supponiamo di avere a che fare con una variabile statistica quantitativa 𝑋 che si distribuisce 
nella popolazione di riferimento con media µ incognita e varianza 𝜎	; su cui specificheremo 
le ipotesi. Desideriamo costruire un intervallo di fiducia per µ al livello 1	 − 	𝛼 sulla base di 
un campione casuale (𝑥g, . . .		 , 𝑥e)  di dimensione 𝑛. È necessario distinguere il caso in cui la 
varianza della popolazione è nota da quello in cui tale varianza è incognita. 

 

Attività 1: calcolo dell’intervallo di fiducia per la media di una popolazione normale quando 
la varianza è nota. 

La costruzione di un intervallo di fiducia per µ sotto l’assunzione di varianza nota, si basa sul 
seguente risultato: la media campionaria  

�̅� = 	
1
𝑛d𝑥8

e

8fg

 

	è una variabile aleatoria che si distribuisce approssimativamente come una normale 

 𝒩(𝜇, £
�

e
	) e tale approssimazione migliora all’aumentare della dimensione campionaria 𝑛. 

Dal fatto che �̅�	~	𝒩	 ¤𝜇,			 𝜎
2

e
¥, si deduce che 

�̅� − 𝜇	

Q𝜎; 𝑛⁄
~	𝒩(0,1) 

Per ogni valore di probabilità  1	 − 	𝛼, possiamo allora scrivere che  

𝑃 ¤−𝑧§ ;⁄ ≤
�̈� − 𝜇	
√𝜎2 𝑛⁄

≤ 𝑧§ ;⁄ ¥ = 	1	 − 	𝛼 

dove 𝑧§ ;⁄ 	è il punto che si lascia a sinistra un’area sotto la normale pari a 1	 − 	𝛼/2.   

Un intervallo di fiducia può allora essere costruito sulla base della seguente catena di 
uguaglianze che porta alla sua espressione finale:  
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	1	 − 	𝛼 = 𝑃 ¤−𝑧§ ;⁄ ≤
�̈� − 𝜇	
√𝜎2 𝑛⁄

≤ 𝑧§ ;⁄ ¥ 

= 𝑃(−𝑧§ ;⁄ Q𝜎2 𝑛⁄ ≤ �̈� − 𝜇 ≤ 𝑧§ ;⁄ Q𝜎2 𝑛⁄  

= 𝑃(𝑧§ ;⁄ Q𝜎2 𝑛⁄ ≥ −�̈� + 𝜇 ≥ −𝑧§ ;⁄ Q𝜎2 𝑛⁄ ) 

= 𝑃(�̈� − 𝑧§ ;⁄ Q𝜎2 𝑛⁄ ≤ 𝜇 ≤ �̈� + 𝑧§ ;⁄ Q𝜎2 𝑛⁄ ) 

Quindi l’intervallo di confidenza bilaterale ad un livello di 1 − 𝛼 per 𝜇 è: 

ª�̅� − 𝑧𝛼 2⁄ «
£�

e , �̅� + 𝑧𝛼 2⁄ «
£�

e ¬ 

Esempio: da informazioni derivanti da una precedente analisi, si sa che la durata delle 
telefonate che arrivano ad un call center si distribuisce con una varianza pari a 	𝜎; =
16	minuti quadrati. Si vuole calcolare un intervallo di fiducia al livello 1	 − 	𝛼	 = 	0.80 per la 
durata media delle telefonate. A tale scopo, si estrae un campione di 𝑛	 = 	10 telefonate che 
fornisce le seguenti durate:  

                                

7.36 11.91 12.91 9.77 5.99 10.91 9.57 11.01 6.11 12.12 
 

 
Passaggio #1 
 
Nella modalità Statistic inserisci i dati 
dell’esempio nella lista 1. 

   

           
 

 
Passaggio #2 
 
Nella schermata principale seleziona INTR, poi Z 
ed infine 1-Sample. La prima opzione Data dà la 
possibilità di scegliere tra List e Var, in quanto 
non sempre viene fornita una lista di valori su cui 
lavorare, ma si può presentare il caso in cui del 
campione conosci solo gli indici statistici per cui 
bisogna impostare Var. La seconda opzione C-
Level chiede di interire il livello di confidenza, la 
terza la varianza e poi la lista da cui prendere i 
dati.  
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Passaggio #3 
  
Scorrendo in basso la schermata del passaggio 
precedente, e selezionando Execute, otteniamo 
l’intervallo di confidenza cercato che nel nostro 
caso è circa (8.14, 11.39). 

   

           
 

 

 

Approfondimento 1: il significato degli intervalli di fiducia (simulazione) 

Supponiamo che il campione di 10 telefonate utilizzato nell’esempio precedente sia stato 
generato in maniera casuale da una distribuzione normale avente media 9 minuti e 
deviazione standard 4 minuti, così l’intervallo di fiducia calcolato (8.14, 11.39) contiene 
effettivamente la media. La questione è la seguente: noi preleviamo un campione per 
stimare la media della distribuzione proprio perché non la conosciamo. Come è possibile 
misurare la nostra fiducia nell’ipotesi che la media che stiamo stimando appartenga ad un 
dato intervallo. 
Nell’esempio precedente possiamo dire che la misura della nostra fiducia è pari all’80%. 
Infatti, se prendessimo tutti i campioni possibili di numerosità 10 e ne calcolassimo 
l’intervallo di fiducia, ci aspettiamo che 80 su cento di questi intervalli contengano la media  
della distribuzione. Proponiamo di seguito un programma che genera 20 campioni casuali di 
dimensione 10, estratti da una distribuzione normale di media 9 e deviazione standard 4. In 
seguito verranno disegnati attraverso dei segmenti gli intervalli di fiducia per la media, 
relativi ad ogni campione per dimostrare che non tutti contengono la media della 
distribuzione da cui abbiamo generato i campioni. Ripetendo l’esperimento più volte ci 
aspettiamo che dei 20 campioni, 4 non contengano la media. 

 
Dalla modalità PROGRAM iniziamo a scrivere un 
nuovo programma che chiamiamo INT e che 
adesso commentiamo nei dettagli. Nelle prime 
due righe di programma abbiamo creato due liste 
di zeri (LIST 2 e LIST 3) di dimensione 20.  
A questo punto un ciclo For farà calcolare venti 
campioni casuali di 10 elementi con la funzione 
RanNorm#, che verranno salvati di volta in volta 
nella Lista 1. 
Ancora all’interno del ciclo abbiamo calcolato la 
media della Lista 1 con la funzione Mean e 
abbiamo inserito il valore nella lista 4.  
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La seconda schermata continua con il calcolo 
della dimensione della Lista 1 che abbiamo 
chiamato N.  
La funzione InvNormCD restituisce la distribuzione 
normale inversa cumulata, ovvero un valore che 
lascia alla propria sinistra una determinata area di 
sottografico della gaussiana.In particolare nel 
primo caso l’area desiderata era 0.1 e nel 
secondo 0.9. I valori ottenuti sono esattamente gli 
estremi degli intervalli di fiducia al 80% che 
abbiamo salvato nella lista 2 e nella lista 3. 
 

 

           

 
Nella terza schermata, dopo il comando Next che 
chiude il ciclo For, inizia la parte grafica del 
programma. L’idea è quella di rappresentare gli 
intervalli di fiducia attraverso dei segmenti in un 
piano cartesiano. 
Prima di tutto disegniamo il piano cartesiano con 
la funzione ViewWindow, scegliendo gli estremi 
degli assi cartesiani da visualizzare in base ai dati 
del problema. 
Con il comando F-Line, che permette di tracciare 
un segmento tra due punti assegnando le 
coordinate X e Y del primo punto e le coordinate 
X e Y del secondo, abbiamo tracciato una 
semiretta tratteggiata (S-L-Dot) e verticale in 
corrispondenza della media della distribuzione. 
 
I colori con cui disegniamo i vari elementi possono 
essere scelti con il comando Plot/Line-Color 
 

 

           

 
Un nuovo ciclo For farà in modo che il programma 
disegni venti segmenti blu in corrispondenza degli 
intervalli di fiducia, i cui estremi si trovano, per 
ogni indice, nelle liste 2 e 3. 

 

           
 

 
Lo stesso ciclo creerà venti punti gialli sui 
segmenti degli intervalli di fiducia, per 
rappresentare la media calcolata su ogni 
campione casuale generato precedentemente.  
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Premendo il comando EXE dalla schermata 
principale, facciamo girare il programma. 
Otteniamo un grafico con gli intervalli di fiducia e 
notiamo che non tutti contengono la media della 
distribuzione, infatti non tutti sono attraversati 
dalla linea rossa tratteggiata. In particolare 
ripetendo più volte l’esperimento, ci aspettiamo 
che il numero di intervalli che non contengono la 
media sia di circa 4 su 20. 
 

 

           
 

 
In questa ultima schermata ci siamo messi nella 
modalità Statistics per visualizzare tutto quello 
che il programma ha calcolato, in effetti nella 
Lista1 c’è l’ultimo campione casuale generato, 
nelle liste 2 e 3 ci sono rispettivamente gli 
estremi sinistro e destro degli intervalli di fiducia 
e nella lista 4 la media di ogni campione. 

 

           
 

 

 

Attività 2: calcolo dell’intervallo di fiducia per la media di una popolazione normale quando 
la varianza non è nota. 

Nella maggior parte delle applicazioni, è difficile avere una stima attendibile della varianza  
𝜎	;della popolazione e si preferisce in genere stimarla sulla base del campione estratto. Una 
stima ottimale della varianza della popolazione è data da: 

𝑆; = 	
1

𝑛 − 1d
(𝑥8 − �̅�);

e

8fg

 

che non è altro che la varianza campionaria corretta dal fattore e
e�g

. 

In questo caso, per costruire un intervallo di confidenza della media µ della popolazione, 
occorre utilizzare il fatto che la distribuzione della variabile aleatoria  

�̈� − 𝜇	

«𝑆2 𝑛j
 

segue approssimativamente quella di una 𝑡 di Student con 𝑛	 − 	1 gradi di libertà, dove 𝑛	è la 
dimensione del campione estratto e che tale approssimazione migliora all’aumentare di n. 
Per ogni valore di probabilità  1	 − 	𝛼, possiamo allora scrivere che  
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𝑃 −𝑡e�g,§ ;⁄ ≤ �̈�−𝜇

«𝑆2 ej
≤ 𝑡e�g,§ ;⁄ ® = 	1	 − 	𝛼 

Un intervallo di confidenza può allora essere costruito sulla base di una catena di 
uguaglianze che porta alla sua espressione finale:  
 

ª�̅� − 𝑡𝑛−1,𝛼 2⁄ «¯�

�
	, �̅� + 𝑡𝑛−1,𝛼 2⁄ 	«¯�

�
¬ 

 
Esempio: riferendoti all’esempio dell’attività precedente, calcola un intervallo di confidenza 
al livello 0.95 per la durata media delle telefonate supponendo di non conoscere la varianza. 
 
 
Passaggio #1 
 
Nella modalità Statistics inserisci i dati 
dell’esempio nella lista 1. 
 
 
 
 

 

           
 

 
Passaggio #2 
 
Nella schermata principale seleziona INTR, poi t 
ed infine 1-Sample. 

 

         
 

 
Passaggio #3 
  
Scorrendo in basso la schermata del passaggio 
precedente, e selezionando Execute, otteniamo 
l’intervallo di confidenza cercato che nel nostro 
caso è circa (7.976 , 11.556). 
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Attività 3: calcolo dell’intervallo di fiducia per la varianza di una popolazione normale 
quando la media non è nota. 

Se  𝑋g, 𝑋;, … , 𝑋e  è un campione proveniente da una distribuzione normale con parametri 𝜇 e 
𝜎; entrambi incogniti, possiamo costruire gli intervalli di confidenza per 𝜎; basandoci sul 

fatto che, detta 𝑆; = 	 g
e�g

∑ (𝑥8 − �̅�);e
8fg , 

(𝑛 − 1)	
𝑆;

𝜎; 

segue approssimativamente la distribuzione di una chi-quadro a 𝑛 − 1 gradi di libertà. La 
costruzione dell’intervallo di confidenza segue linee analoghe a quelle mostrate 
nell’introduzione della prima attività. Si indichi pertanto con 𝜒;±

�,e�g
		il punto che si lascia a 

sinistra un’area sotto la 𝜒; pari a 1	 − 	𝛼/2. Per ogni valore di probabilità  1	 − 	𝛼, possiamo 
allora scrivere che  

𝑃 ¤𝜒;g�	§;,e�g
≤ (𝑛 − 1)k

�

£�
≤ 𝜒;§

;,e�g
¥ = 1 − 𝛼 

Un intervallo di confidenza può allora essere costruito sulla base di una catena di 
uguaglianze che porta alla sua espressione finale:  
 

ªk
�(e�g)
²�±

�,�³´
, k�(e�g)

²�´³	±�,�³´
¬ 

 
Esempio: in una scuola è stato scelto a caso un campione di 16 studenti dell’ultimo anno e si 
è misurata l’altezza di ciascuno di essi. La varianza campionaria della misura delle altezze è 
𝑆; = 37.09	𝑐𝑚;. Trova l’intervallo di fiducia al 95% per la varianza della popolazione degli 
studenti dell’ultimo anno della scuola. 

 
Passaggio #1 
 
Per calcolare l’intervallo di fiducia desiderato 
basta semplicemente implementare la formula 
ricavata nell’introduzione, utilizzando i dati 
forniti (𝑛 = 16		e 𝑆; = 37.09	𝑐𝑚;) e la funzione 
InvChiCD. Questa funzione restituisce la 
distribuzione 𝜒; inversa cumulata, un valore che 
lascia alla propria sinistra una determinata area di 
sottografico della 𝜒;,	espressa nell’argomento 
della funzione stessa. Nella schermata a fianco 
abbiamo calcolato l’estremo sinistro 
dell’intervallo di fiducia cercato. 
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Passaggio #2 
 
Utilizzando la stessa funzione InvChiCD, ma 
questa volta su un diverso argomento, cioè 0.975, 
abbiamo calcolato l’estremo destro dell’intervallo 
di fiducia. 
Abbiamo ottenuto l’intervallo (20.24, 88.84). 

 

           
 

 
 
 
Attività 4: calcolo dell’intervallo di fiducia al livello 1 − 𝛼 per la differenza tra le medie di 
due popolazioni da cui sono estratti due campioni di numerosità rispettivamente 𝑛g e 𝑛;, 
essendo note ed uguali le rispettive varianze	𝜎;g	e 	𝜎;; .  
 
Supponiamo di aver a che fare con due campioni di osservazioni, diciamo (𝑥g. . . 𝑥e´) e 
(𝑦g. . . 𝑦e�) estratti indipendentemente da due popolazioni dove la stessa variabile 
quantitativa si distribuisce rispettivamente con medie 𝜇g e 𝜇; e con varianze 𝜎;g e	𝜎;; . 
Per la costruzione dell’intervallo in questione (e sotto l’ipotesi che i due campioni siano stati 
estratti indipendentemente l’uno dall’altro) possiamo distinguere i seguenti casi: 

- Varianze uguali e note (	𝜎;g = 	𝜎;; = 	𝜎;). In questo caso la variabile aleatoria  
 

(�̅� − 𝑦L) − (𝜇g −	𝜇;)

«	£�
e´

·	£
�

e�

 

 
si distribuisce come una variabile aleatoria normale standardizzata e l’intervallo di fiducia 
desiderato è dato da:  

																																																	(�̅� − 𝑦L − 𝑧§ ;⁄ 𝜎« ´
�´
· ´
��
,			�̅� − 𝑦L + 𝑧§ ;⁄ 𝜎« ´

�´
· ´
��

) 

 
- Varianze diverse e note (	𝜎;g ≠ 	𝜎;;).  In questo caso la variabile aleatoria  

	
(�̅� − 𝑦L) − (𝜇g −	𝜇;)

«	£�´
e´

·	£
��
e�

 

si distribuisce come una variabile aleatoria normale standardizzata e l’intervallo di fiducia 
desiderato è dato da:  
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																																																		(�̅� − 𝑦L − 𝑧§ ;⁄ «¹�´
�´

·	¹
��
��
,			�̅� − 𝑦L + 𝑧§ ;⁄ «	¹�´

�´
·	¹

��
��

) 

-  Varianze uguali ma incognite (	𝜎;g = 	𝜎;; = 	𝜎;). In questo caso, una stima della  
varianza comune 𝜎; è data da: 
 

𝜎{; = 	 ∑ (>º�>̅)�·∑ (Oº�OL)���
º»´

�´
º»´

e´·e��;
 

 
Si ha che la variabile aleatoria  

(�̅� − 𝑦L) − (𝜇g −	𝜇;)

𝜎¼« 	g
e´
· g
e�

 

si distribuisce come una 𝑡 di Student con 𝑛g + 𝑛; − 2	gradi di libertà e l’intervallo di fiducia 
desiderato è dato da: 
 

(�̅� − 𝑦L − 𝑡eg·e;�;,§ ;⁄ 𝜎{«
g
e´
·
g
e�
,			�̅� − 𝑦L + 𝑡eg·e;�;,§ ;⁄ 𝜎{«

g
e´
·
g
e�
) 

 
Proponiamo di seguito un esempio esplicativo di uno dei casi appena descritti, gli altri si 
svolgono in modo del tutto analogo. 
 
Esempio: supponiamo che siano stati estratti due campioni di studenti universitari, iscritti al 
secondo anno in due università italiane, e di ogni studente è stata registrata la media dei voti 
conseguiti agli esami. Il primo campione è costituito da  𝑛g = 50	studenti e ha fornito una 
media campionaria pari a �̅� = 23.5	, mentre il secondo è costituito da 𝑛; = 100	studenti ed 
ha fornito una media campionaria pari a 𝑦L 	= 	25.2	. Si desidera costruire un intervallo di 
fiducia al livello 1	 − 	𝛼	 = 	0.95 per la differenza  𝜇g −	𝜇;	tra i voti medi riportati dagli 
studenti nelle due università. Le varianze sono note ed entrambe valgono 16. 

 
Passaggio #1 
 
Nella schermata principale seleziona INTR, poi Z 
ed infine 2-Sample. Inserisci questo punto le 
opzioni come nelle figure a fianco tenendo 
presente che nella prima opzione va selezionato il 
tasto VAR in quanto nel nostro esempio i dati non 
sono forniti per elencazione ma attraverso gli 
indici statistici. 
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Passaggio #2 
 
Scorrendo in basso la schermata del passaggio 
precedente, e selezionando Execute, otteniamo 
l’intervallo di fiducia cercato che nel nostro caso 
è circa (-3.058, -0.342). 
 

 

           
 

 

 

Attività 5: calcolo di un intervallo di fiducia approssimato per la media di una distribuzione 
di Bernoulli. 

Consideriamo una popolazione di oggetti, ognuno dei quali indipendentemente da tutti gli 
altri soddisfa certi requisiti con probabilità incognita 𝑝. Se 𝑋	denota quanti oggetti, sugli 𝑛 
testati, soddisfano i requisiti di interesse, è facile convincersi che 𝑋 ha distribuzione 
binomiale di parametri 𝑛 e 𝑝.  Quindi nel caso 𝑛 sia un numero elevato, 𝑋 è 
approssimativamente normale con media 𝑛𝑝 e varianza 𝑛𝑝(1 − 𝑝), e di conseguenza  
 

½�e¾
Qe¾(g�¾)

~𝒩(0,1) 

 
Preso allora un qualunque valore 𝛼 ∈ (0,1), 
 

𝑃 ¤−𝑧§
;
< 𝑋−𝑛𝑝

Q𝑛𝑝(1−𝑝)
< 𝑧§

;
¥ ≈ 1 − 𝛼 

 
l’intervallo di confidenza per 𝑝	che si ottiene è:  
 

(�̂� − 𝑧§ ;⁄ Q�̂�(1 − �̂�)/𝑛, �̂� + 𝑧§ ;⁄ Q�̂�(1 − �̂�)/𝑛) 
 
Dove �̂� = 𝑋L/n è lo stimatore di massima verosimiglianza per 𝑝. 
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Esempio: su un campione di 100 votanti in un certo collegio, 80 persone preferiscono il 
candidato A, costruisci un intervallo di confidenza al 95% per la percentuale p degli elettori 
che preferiscono A. Si vuole in seguito ottenere un intervallo di confidenza per  𝑝 ad un 
livello del 99%, la cui ampiezza sia approssimativamente di 0.05, calcola l’ampiezza 
necessaria del campione. 
 
 
 
Passaggio #1 
 
Dalla schermata principale della funzione 
Statistics, seleziona INTR, Z ed infine 1-PROP. 
Inserisci i dati del problema come in figura. 
 

 

           
 

 
Passaggio #2 
 
Scorrendo in basso la schermata del passaggio 
precedente, e selezionando Execute, otteniamo 
l’intervallo di confidenza cercato che nel nostro 
caso è circa (0.72, 0,88). 
 
 

 

           
 

 
Passaggio #3 
 
Per rispondere al secondo quesito occorre 
risolvere la seguente equazione nell’incognita 𝑛: 

2𝑧§ ;⁄ Q�̂�(1 − �̂�)/𝑛 = 0.05 
Ovviamente si può ricavare 𝑛 con pochi passaggi, 
ma noi abbiamo utilizzato la modalità Equation, 
dunque dalla schermata principale, selezionando 
SOLVER, basta digitare l’equazione inserendo i 
dati opportuni (𝑧§ ;⁄ = 2.58, �̂� = 80/100). 

2 × 2.58 × √0.8 × 0.2 ÷ 𝑥 − 0.05 = 0 
Da cui 𝑥 = 𝑛 ≈ 1704. 
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Approfondimento 2: stimatori corretti e stimatori distorti (simulazione). 
 
Nelle attività precedenti abbiamo visto che quando sono ignoti i parametri di una data 
popolazione oggetto di indagine, è necessario stimare i medesimi parametri mediante 
tecniche di stima, ad esempio è possibile costruire intervalli di valori plausibili per il 
parametro da stimare. Talvolta è possibile stimare un parametro incognito puntualmente, 
ovvero attraverso uno stimatore, che fornisce un singolo valore.  
Il valore statistico di un campione usato per stimare il parametro di una popolazione è 
corretto se la media della distribuzione campionaria del valore statistico è uguale al valore 
vero del parametro da stimare. Precedentemente abbiamo visto che la media di un 
campione è uno stimatore corretto della media della popolazione. In questo 
approfondimento vedremo che ∑ (𝑥8 − �̅�); 𝑛⁄8  è uno stimatore non corretto, o distorto, della 
varianza della popolazione, mentre ∑ (𝑥8 − �̅�); (𝑛⁄8 − 1) è uno stimatore corretto. 
Siccome 𝑠𝑥;, la varianza sulla calcolatrice è corretta, occorrerà cambiarla nella forma 
distorta moltiplicando per 𝑛 − 1 𝑛⁄ . 
Esempio: genera cento campioni casuali di ampiezza 4 con media 50 e deviazione standard 
10, verifica che ∑ (𝑥8 − �̅�); 𝑛⁄8  è uno stimatore distorto della varianza che vale 100, mentre 
∑ (𝑥8 − �̅�); (𝑛⁄8 − 1)  ne è uno stimatore corretto. 
 
 
Passaggio #1 
 
Nella modalità Program della calcolatrice, 
abbiamo creato un nuovo programma “STIMA”. 
Nelle prime due righe abbiamo due liste (List 2 e 
List 3) di zeri e di dimensione cento. 
A questo punto un ciclo For calcolerà cento 
campioni casuali di ampiezza quattro, presi da 
una distribuzione di media 50 e deviazione 
standard 10. 
 

 

          
 

 
Passaggio #2 
 
All’interno dello stesso ciclo For, di volta in volta 
vengono calcolate la varianza corretta del 
campione in Lista 1 e la varianza distorta, cioè 
quella moltiplicata per n/n-1=0.75. Le “varianze” 
ottenute vengono salvate rispettivamente e di 
volta in volta nelle liste 2 e 3. Il comando Next 
chiude il ciclo For e il comando Mean calcola la 
media degli elementi in lista 2.  
 

           

            
 

 
Passaggio #3 
 
Mean(List 2) restituisce il seguente valore: 
100.91. Come vediamo è un valore molto simile al 
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valore della popolazione che è 100, a conferma 
del fatto che la varianza calcolata dalla 
calcolatrice è quella corretta. 
 

           
 

 
Passaggio #4 
 
Chiediamo ora al programma di calcolare la media 
della lista 3.  
 

 

            
 

 
Passaggio #5 
 
Mean(List 3) restituisce il seguente valore: 
69.75. 
Come vediamo è molto distante dalla giusta 
varianza (100), rappresentando quindi un valore 
distorto. 
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7.	Verifica	delle	ipotesi	di	un	test	statistico	parametrico	
 
Come nei capitoli precedenti, proponiamo una breve introduzione teorica per poi presentare 
le attività sulla calcolatrice. Nel seguito per non appesantire il linguaggio parleremo di 
distribuzione della popolazione anche se in realtà ci riferiamo alla distribuzione di un 
carattere della popolazione, peso, altezza, età, etc.  
Consideriamo una popolazione avente distribuzione 𝐹Á che dipende da un parametro 
incognito 𝜃, e supponiamo di volere verificare una qualche ipotesi su 𝜃,	che chiameremo 
ipotesi nulla, e denoteremo con 𝐻Ã.		Se 𝐹Á è ad esempio una distribuzione normale con 
media 𝜃	e varianza 1, due possibili ipotesi nulle su 𝜃 sono: 

1. 𝐻Ã:	𝜃 = 1 
2. 𝐻Ã:	𝜃 ≤ 1. 

Nel primo caso si parla di ipotesi semplice, che, quando è vera caratterizza completamente la 
distribuzione della popolazione, mentre nel secondo caso si parla di ipotesi composta. 
Supponiamo di disporre di un campione aleatorio 𝑋g, 𝑋;, … , 𝑋e , e di volerlo utilizzare per 
eseguire una verifica o test di una certa ipotesi nulla 𝐻Ã. Siccome dobbiamo decidere se 
accettare o meno 𝐻Ã basandoci esclusivamente sugli 𝑛 valori dei dati, il test sarà definito da 
una regione 𝐶, detta regione critica del test, nello spazio a	𝑛 dimensioni, con l’intesa che se il 
vettore (𝑋g, 𝑋;,… , 𝑋e) cade all’interno di 𝐶 l’ipotesi viene rifiutata, mentre viene accettata in 
caso contrario.  
È importante notare che in qualunque test per verificare un’ipotesi nulla, il risultato può 
essere sbagliato in due modi differenti. Si ha infatti un errore di prima specie quando i dati ci 
portano a rifiutare un’ipotesi 𝐻Ã che in realtà è corretta, e un errore di seconda specie quando 
finiamo con l’accettare 𝐻Ã ed essa è falsa. Non vi è simmetria tra i due tipi di errori, ma 
l’obiettivo di verifica di 𝐻Ã non è quello di dire se questa ipotesi sia vera o falsa, ma piuttosto 
di misurare il grado di compatibilità dell’ipotesi fatta con i dati raccolti. Questo 
bilanciamento si ottiene specificando un valore 𝛼, detto livello di significatività, e 
imponendo che il test abbia la proprietà che quando l’ipotesi 𝐻Ã	è vera, la probabilità che 
venga rifiutata a partire da un’osservazione campionaria non possa superare 𝛼. 
 
 
Attività 1: verifica di ipotesi sulla media di una popolazione normale con varianza nota. 
  
Supponiamo che 𝑋g, 𝑋;, … , 𝑋e  sia un campione aleatorio proveniente da una distribuzione 
normale di parametri 𝜇 e 𝜎;, con la varianza nota e media incognita. Fissata una costante 𝜇Ã, 
vogliamo verificare l’ipotesi nulla 𝐻Ã:	𝜇 = 𝜇Ã, contro l’ipotesi alternativa 𝐻g:	𝜇 ≠ 𝜇Ã. Siccome 
𝑋L ≔ ´

�
∑ 𝑥88  è lo stimatore puntuale naturale per 𝜇, sembra ragionevole considerare la 

seguente regione critica del test: 
𝐶 ≔ {(𝑋g, 𝑋;, … , 𝑋e): |𝑋L − 𝜇Ã| > 𝑐} 
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Per una scelta opportuna della costante 𝑐. Se vogliamo che il test abbia livello di 
significatività 𝛼, la costante 𝑐 deve soddisfare la relazione seguente: 
 

𝛼 = 𝑃(𝑒𝑟𝑟𝑜𝑟𝑒	𝑑𝑖	𝐼	𝑠𝑝𝑒𝑐𝑖𝑒) = 𝑃(|𝑋L − 𝜇Ã| > 𝑐). 
 

Standardizziamo 𝑋L per semplificare i calcoli, dunque Ç̈³ÈÉ¹ √�⁄ ~𝑍 . Possiamo allora riscrivere 

l’equazione precedente nella seguente forma: 

𝛼 = 𝑃 ÊË½L�ÌÉ
£ √e⁄

Ë > Í√e
£
Î 

Da cui, risolvendo in funzione di c e ricordando che 𝑃Ï𝑍 > 𝑧±
�j
Ð = 𝛼

2j 	,	si ricava  𝑐 = 𝑧§ ;j
£
√	e

. 

Il test con livello di significatività 𝛼  

- Rifiuta	𝐻Ã se ËÇ̈³ÈÉ
¹ √�⁄

Ë > 𝑧§ ;j ↔ 𝜇Ã ∉ 	 Ê𝑋L − 𝑧§ ;j
¹
√�
, 𝑋L + 𝑧§ ;j

¹
√�
	Î  

- Accetta 	𝐻Ã se ËÇ̈³ÈÉ
¹ √�⁄

Ë ≤ 𝑧§ ;j ↔ 𝜇Ã ∈ 	 Ê𝑋L − 𝑧§ ;j
¹
√�
, 𝑋L + 𝑧§ ;j

¹
√�
	Î. 

 
Esempio 1: dal sito Istat abbiamo reperito i seguenti dati che descrivono il numero di 
sigarette medio giornaliero che fuma ogni persona di età maggiore di 15 anni, di dieci città 
italiane prese a campione nel 2017. Supponi che il campione sia normale di media incognita 
𝜇 e deviazione standard 𝜎 = 0.9. 
 
Napoli Sassari Pescara Palermo  Bari Milano Roma Venezia Genova  Torino 
12.8 12 11.7 13 10.9 11.1 11.8 9.8 12.2 11.6 

 
Dai dati appena descritti si ricava che la media 𝑋L=11.69. 
Si vuole testare l’ipotesi 	𝐻Ã:	𝜇 = 12 ad un livello di significatività del 5%. 
 
 
Passaggio #1 
 
Nella modalità Statistics inserisci i dati della 
tabella in una lista, per esempio nella lista 1. 
 
 

 

           
 

 
Passaggio #2 
 
Dalla schermata precedente selezione INTR, Z, 1-
Sample e inserisci i dati come nella figura a 
fianco. 
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Passaggio #3 
 
Scorrendo verso il basso la schermata precedente, 
seleziona Execute in modo da ottenere 
l’intervallo di fiducia al livello 95% ≈
(11.13, 12.25). 
Siccome 𝜇Ã = 12	appartiene all’intervallo, 
concludiamo che l’ipotesi 	𝐻Ã:	𝜇 = 12 non può 
essere rifiutata.  

         
       

       
 

 
Un altro metodo per testare un’ipotesi, consiste nel calcolo di un valore detto 
 p-dei-dati o p-value, definito come la probabilità di osservare valori più estremi della 
statistica del test osservata. 
Le regole di rifiuto e accettazione dell’ipotesi nulla in funzione del p-value che illustreremo 
in questa attività possono essere riformulate come segue. 

Dopo aver calcolato il valore t assunto dalla statistica del test, 	𝑋ÓÔ =
|½L�ÌÉ|√e

£
, valutiamo la 

probabilità che la statistica stessa assuma un valore come 𝑡 o “più estremo” ancora. Cosa si 
intende precisamente con "più estremo", dipende dal tipo di test che si intende effettuare. Se 
il test è bilaterale allora i risultati più estremi sono i valori di 	𝑋ÓÔ  per cui {𝑋ÓÔ 	≤ 	𝑡} oppure 
{𝑋ÓÔ  ≥ 𝑡} . Se il test è unilaterale destro allora i risultati più estremi sono i valori di 	𝑋ÓÔ  per 
cui {𝑋ÓÔ  ≥ 𝑡}. Se il test è unilaterale sinistro allora i risultati più estremi sono i valori di 
	𝑋ÓÔ	per cui {𝑋ÓÔ ≤ 𝑡}. Quindi il p-value, supposta l’ipotesi	𝐻Ã,	è dato da:  

• 𝑃(	𝑋ÓÔ  ≥ 𝑡) per test unilaterali destri; 
• 𝑃(	𝑋ÓÔ  ≤ 𝑡)per test unilaterali sinistri; 
• 2	𝑚𝑖𝑛	{	𝑃(	𝑋ÓÔ  ≤ 𝑡	)	, 𝑃(	𝑋ÓÔ ≥ 𝑡)	} per test bilaterali. 
 
Se tale probabilità è minore del livello di 𝛼, rifiutiamo l’ipotesi 𝐻Ã, altrimenti la accettiamo. 
In altri termini il p-dei-dati o p-value, fornisce il livello di significatività critico, scendendo al 
di sotto del quale la decisione cambia da rifiuto ad accettazione. 
 
Svolgiamo ora lo stesso esercizio dell’esempio precedente, interpretando il valore p. 
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Passaggio #4 
 
Dalla schermata principale della modalità 
Statistics in cui abbiamo salvato i dati nella lista 
1, seleziona, questa volta, TEST, Z, 1-Sample, 
in modo da visualizzare la schermata in figura e 
impostare i dati.  

           

           
 

 
Passaggio #5 
 
Scorrendo verso il basso la schermata precedente, 
seleziona Execute e ottieni i dati a fianco. Il 
valore 𝑧 ≈ −1.09, fornisce il risultato della 
statistica del test (�̈� − 𝜇0)√𝑛 𝜎⁄ , senza valore 
assoluto. Il valore 𝑝 ≈ 0.28 è il p-dei-dati. 
Siccome tale probabilità è maggiore di 𝛼 = 0.05, 
accettiamo l’ipotesi 	𝐻Ã. 

 

           
 

 
Supponiamo ancora che 𝑋g, 𝑋;, … , 𝑋e  sia un campione aleatorio proveniente da una 
distribuzione normale di parametri 𝜇 e 𝜎;, con la varianza nota e media incognita. Fissata 
una costante 𝜇Ã, adesso vogliamo verificare l’ipotesi nulla 𝐻Ã:	𝜇 ≤ 𝜇Ã, contro l’ipotesi 
alternativa 𝐻g:	𝜇 > 𝜇Ã  ad un livello di significatività 𝛼. In questo caso 

𝛼 = 	𝑃 ª
𝑋L − 𝜇Ã
𝜎 √𝑛⁄

> Í√e
£
¬ 

che si risolve in funzione di c ricordando che 𝑃(𝑍 > 𝑧§) = 𝛼,	ottenendo quindi che 𝑐 = 𝑧§ ¹
√�

. 

Il test con livello di significatività 𝛼 

- Rifiuta 𝐻Ã se ½
L�ÌÉ
£ √e⁄ > 𝑧Õ ↔ 𝜇Ã ∉ (𝑋L − 𝑧Õ ¹

√�
,∞) 

- Accetta 𝐻Ã se ½
L�ÌÉ
£ √e⁄ ≤ 𝑧Õ ↔ 𝜇Ã ∈ (𝑋L − 𝑧Õ ¹

√�
, ∞),  

ovvero rifiuta 𝐻Ã se 𝜇Ã non appartiene all’intervallo di fiducia unilaterale destro di livello 1 −
𝛼. 
Esempio 2: riprendendo i dati dell’esempio 1 appena discusso, supponiamo di avere ottenuto 
tramite un sondaggio che in realtà il consumo medio di sigarette giornaliere sia minore di 12 
e di voler avvalorare questa affermazione. Dobbiamo testare l’ipotesi nulla 𝐻Ã:	𝜇 ≤ 12, 
contro l’ipotesi alternativa 𝐻g:	𝜇 > 12. 
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Passaggio #6 
 
La calcolatrice non fornisce gli intervalli di fiducia 
unilaterali, ma sappiamo che con la funzione 
InvNormCD siamo in grado di calcolare 𝑧§.  
Per 𝛼 = 0.05,	dobbiamo individuare quel valore 
che lascia a sinistra un’area di sottografico della 
gaussiana standard pari a 1 − 𝛼 = 0.95. 
Nella modalità Run Matrix puoi fare questo 
calcolo veloce come nella figura a fianco. 
 

 

           

 
Passaggio #7 
 
Dalla schermata principale della modalità 
Statistics in cui abbiamo salvato i dati nella lista 
1, seleziona, questa volta, TEST, Z, 1-Sample, 
in modo da visualizzare la schermata in figura e 
impostare i dati. 
 
 

           
 

 
Passaggio #8 
 
Visualizza i valori del test e nota che 𝑧 = ½L�ÌÉ

£ √e⁄ ≈
−1.09. Dunque siamo nel caso in cui	𝑧 < 𝑧§ e 
quindi dobbiamo accettare 𝐻Ã. Se volessimo 
valutare il test in termini di p-dei-dati, dovremmo 
notare che 𝑝 ≈ 0.86 è maggiore di 𝛼 = 0.05	e 
dunque l’ipotesi nulla va accettata. 

 

           
 

 
 
Attività 2: verifica di ipotesi sulla media di una popolazione normale con varianza incognita. 
 
Nell’attività precedente abbiamo supposto che l’unico parametro incognito della 
distribuzione della popolazione fosse la media. Più comunemente però, né la media né la 
varianza sono note. Supponiamo di essere in tale situazione e di voler testare 𝐻Ã:	𝜇 =
𝜇Ã	contro l’ipotesi alternativa 𝐻g:	𝜇 ≠ 𝜇Ã. 
Per i motivi spiegati in precedenza sembra ragionevole rifiutare l’ipotesi nulla quando 

ËÇ̈³ÈÉ
¹ √�⁄

Ë > 𝑧§ ;j .	In questo caso però 𝜎 non è conosciuta, ma possiamo pensare di sostituirla con 

il suo stimatore, la deviazione standard campionaria 𝑆 = «´
�
∑ (½L�½º)�º . Sappiamo inoltre che 

la variabile aleatoria 𝑇 ≔ ½L�ÌÉ
k √e⁄  si distribuisce come una 𝑡 di Student a 𝑛 − 1 gradi di libertà. 

Imponiamo ora che la probabilità di accettare l’ipotesi nulla sia 1 − 𝛼: 
𝑃(|𝑇| ≤ 𝑐) = 1 − 𝑎 
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Risolvendo in c e ricordando che 𝑃 Ê𝑇 > 𝑡±
�,�³´

Î = ×
�, si ottiene la seguente regola per usare il 

test: 

- Rifiuta 𝐻Ã	se Ë½
L�ÌÉ
k √e⁄

Ë > 𝑡±
�,�³´

 

- Accetta 𝐻Ã	se Ë½
L�ÌÉ
k √e⁄

Ë ≤ 𝑡±
�,�³´

 

Esempio 1: L’altezza media delle reclute alla visita di leva nel 1970 era di 169 cm. Nel 1980 
invece 121 reclute vengono scelte a caso e da queste vengono trovate una media campionaria 
di 171 cm e una varianza campionaria di 85. Si può affermare (al livello di significatività α = 
5%) che l’altezza media delle reclute sia rimasta invariata? 
 
 
Passaggio #1 
 
Si vuole testare l’ipotesi 	𝐻Ã:	𝜇 = 169 ad un livello 
di significatività del 5%. 
Dalla schermata principale della modalità 
Statistics, seleziona TEST, t e imposta i dati del 
problema come nella figura a fianco. 
 

 

          
 

 
Passaggio #2 
 
Dalla schermata precedente, scorrendo verso il 
basso esequi il test premendo su CALC, e 
visualizza i risultati della figura a lato, che nel 
prossimo passaggio analizzeremo. 
 

 

          
 

 
Passaggio #3 
 
Nella modalità Run Matrix, calcola attraverso la 
funzione InvTCD il valore corrispondente a 𝑡±

�,�³´
=

𝑡Ã.Ã;Ø,g;Ã ≈ 1.98. 
Siccome dalla schermata precedente leggiamo che 
𝑡 = ½L�ÌÉ

k √e⁄ ≈ 2.39, siamo costretti a rifiutare l’ipotesi 

nulla. In termini del p-dei-dati confermiamo la 
nostra decisione in quanto 𝑝 ≈ 0.02, che è un 
valore minore di 𝛼 = 0.05. 
 

 

          
 

 
Seguendo i ragionamenti fatti in precedenza si può costruire un test 𝑡 unilaterale per 
verificare l’ipotesi 	𝐻Ã:	𝜇 ≤ 𝜇Ã	contro l’ipotesi alternativa 𝐻g:	𝜇 > 𝜇Ã	ad un livello di 
significatività 𝛼, decidendo che 
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- Si rifiuta 𝐻Ã	se ½
L�ÌÉ
k √e⁄ > 𝑡Õ,e�g 

- Si rifiuta 𝐻Ã	se ½
L�ÌÉ
k √e⁄ ≤ 𝑡Õ,e�g. 

Se il valore di √𝑛(𝑋L − 𝜇Ã) 𝑆⁄  realizzato dai dati è 𝑣, allpra il p-dei-dati corrispondente è la 
probabilità che una 𝑡  di Student con 𝑛 − 1 gradi di libertà sia maggiore o uguale a 𝑣. 
Analogamente la verifica ad un livello di significatività	𝛼 dell’ipotesi 	𝐻Ã:	𝜇 ≥ 𝜇Ã	contro 
l’ipotesi alternativa 𝐻g:	𝜇 < 𝜇Ã si ottiene decidendo che  

- Si rifiuta 𝐻Ã	se ½
L�ÌÉ
k √e⁄ < −𝑡Õ,e�g 

- Si accetta 𝐻Ã	se ½
L�ÌÉ
k √e⁄ ≥ −𝑡Õ,e�g. 

Il p-dei-dati in questo caso è la probabilità che una 𝑡  di Student con 𝑛 − 1 gradi di libertà sia 
minore o uguale a 𝑣. 
 
Esempio 2: in un campione di 15 bambini della città di Parma il tempo medio passato a 
guardare la televisione di 28.50 ore a settimana, con varianza campionaria di 16 ore. Il tempo 
massimo raccomandato per i bambini è di 25 ore a settimana. Il sindaco di Parma assicura 
che i suoi bambini non superano questo limite. Usando un livello di significatività del 2.5%, 
si può concludere che il sindaco abbia ragione? Si assuma che il tempo speso a guardare la 
TV dai bambini sia distribuito secondo una normale. 
L’esercizio chiede di testare la seguente ipotesi	𝐻Ã:	𝜇 ≤ 25	contro l’ipotesi alternativa 𝐻g:	𝜇 >
25. 
 
 
Passaggio #4 
 
Si vuole testare l’ipotesi 	𝐻Ã:	𝜇 ≤ 25	 ad un livello 
di significatività del 2.5%. 
Dalla schermata principale della modalità 
Statistics, seleziona TEST, t e imposta i dati del 
problema come nella figura a fianco. 

 

 

             
                        

 
Passaggio #5 
 
Dalla schermata precedente, scorrendo verso il 
basso esequi il test premendo su CALC, e 
visualizza i risultati della figura a lato, che nel 
prossimo passaggio analizzeremo 
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Passaggio #6 
 
Nella modalità Run Matrix, calcola attraverso la 
funzione InvTCD il valore corrispondente a 𝑡×,�³´ =
𝑡Ã.Ã;Ø,gÚ ≈ 2.14. 
Siccome dalla schermata precedente leggiamo che 
𝑡 = ½L�ÌÉ

k √e⁄ ≈ 3.39, siamo costretti a rifiutare l’ipotesi 

nulla. In termini del p-dei-dati confermiamo la 
nostra decisione in quanto 𝑝 ≈ 0.002, che è un 
valore minore di 𝛼 = 0.025. 
 

 

         
 

 
 
 
Attività 3: verifica delle ipotesi sulla varianza di una popolazione normale. 
 
Continuiamo la nostra trattazione sulla verifica delle ipotesi considerando un campione 
𝑋g, 𝑋;,… , 𝑋e proveniente da una popolazione normale con media incognita 𝜇 e varianza 𝜎;, 
e supponiamo di volere verificare l’ipotesi nulla 𝐻Ã: 𝜎; = 𝜎Ã; contro l’alternativa 𝐻g: 𝜎; ≠ 𝜎Ã; 
per un valore di 𝜎Ã;	fissato.  
Ricordiamo che (𝑛 − 1)𝑆;/𝜎; ha distribuzione chi-quadro con 𝑛 − 1 gradi di libertà e quindi  

𝑃 ¤𝜒g�×�,�³´
; ≤ k�

£É�
(𝑛 − 1) ≤ 𝜒×

�,�³´
; ¥ = 1 − 𝛼 

Perciò la regola da adottare è la seguente: 
- Si accetta 𝐻Ã	se 𝜒g�×�,�³´

; ≤ ¯�

¹É
�(𝑛 − 1) ≤ 𝜒×

�,�³´
;  

- Si rifiuta 𝐻Ã negli altri casi 
Nel caso di un test unilaterale sull’ipotesi nulla 𝐻Ã: 𝜎; ≤ 𝜎Ã; contro l’alternativa 𝐻g: 𝜎; > 𝜎Ã;: 

- Si accetta 𝐻Ã	se 0 ≤ ¯�

¹É
�(𝑛 − 1) ≤ 𝜒×,�³´;  

- Si rifiuta altrimenti 
Analogamente nel caso di un test unilaterale sull’ipotesi nulla 𝐻Ã: 𝜎; ≥ 𝜎Ã; contro 
l’alternativa 𝐻g: 𝜎; < 𝜎Ã;: 

- Si accetta 𝐻Ã	se 𝜒´³×,�³´; ≤ ¯�

¹É
�(𝑛 − 1) ≤ ∞ 

- Si rifiuta altrimenti 
 
Esempio 1: un macchinario produce batterie al litio che hanno una durata di vita media di 3 
anni con uno scarto quadratico medio di 1 anno. Estratto il seguente campione di 𝑛	 = 	5 
batterie caratterizzate da una durata pari a 1.9, 2.4, 3, 3.5, 4.2 si vuole verificare, ad un livello 
di significatività 𝛼	del 5%, se la varianza dichiarata per le batterie prodotte dal macchinario 
sia effettivamente pari ad 1.  
Dobbiamo verificare l’ipotesi nulla 𝐻Ã: 𝜎; = 1 contro l’alternativa 𝐻g: 𝜎; ≠ 1 
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Passaggio #1 
 
Nella modalità Statistics inserisci i dati 
dell’esempio nella lista 1 

 

          
 

 
Passaggio #2 
 
Nella pagina iniziale dell’editor statistico portati 
su List 1 con il cursore, seleziona la funzione 
CALC e 1-VAR per eseguire il calcolo dei 
principali indici statistici relativi ai dati 
memorizzati in List 1. 
 

 

         
 

 
Passaggio #3 
 
La calcolatrice non fornisce un test diretto per la 
verifica di ipotesi sulla varianza, ma possiamo 
facilmente fare i calcoli nella modalità Run-
Matrix. Nella schermata a fianco abbiamo 
calcolato per prima cosa la statistica ¯

�

¹É
�(𝑛 − 1) ≈

3.61. 
Negli ultimi due passaggi abbiamo calcolato 
𝜒g�×�,�³´
; =  𝜒Ã.ÛÜØ,Ú; ≈ 0.48 e  𝜒×

�,�³´
; =  𝜒Ã.Ã;Ø,Ú; ≈

11.14 attraverso la funzione InvChiCD. 
Dato che 0.48 < 3.61 < 11.14, siamo nel caso in cui 
dobbiamo accettare l’ipotesi nulla. 
 

 

         
 

 
 
 
Attività 4: verifica di ipotesi su una popolazione bernoulliana. 
 
Supponiamo che venga realizzata una prova il cui esito può essere solo un “successo” o un 
“fallimento”. Definiamo bernoulliana la variabile aleatoria 𝑋 in modo che valga 1 nel primo 
caso e zero nel secondo, accade che 𝑃(𝑋 = 0) = 1 − 𝑝	e	𝑃(𝑋 = 1) = 𝑝, dove con 𝑝 
indichiamo la probabilità che l’esperimento registri un successo. Se realizziamo 𝑛 ripetizioni 
indipendenti di prove di questo tipo, e se denotiamo con 𝑊	il numero totale di successi, 𝑊 
si dice variabile aleatoria binomiale di parametri 𝑛	e	𝑝. 
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Sia ora un campione di 𝑛	elementi con distribuzione binomiale di parametri 𝑛	e	𝑝. 
Consideriamo la verifica dell’ipotesi  

𝐻Ã: 𝑝 ≤ 𝑝Ã		contro	láalternativa	𝐻g: 𝑝 > 𝑝Ã 
dove 𝑝Ã è un valore assegnato.  
Se denotiamo con 𝑊 il numero di insuccessi nel campione, dobbiamo certamente 
rifiutare	𝐻Ã quando 𝑊 è troppo grande.  
Notiamo innanzitutto che  

𝑃(𝑊 ≥ 𝑘) =d𝑃(𝑊 = 𝑖) = dÊ
𝑛
𝑖 Î𝑝

8(1 − 𝑝)e�8
e

8fä

e

8fä

 

 
Dato che 𝑃(𝑊 ≥ 𝑘) è una funzione crescente in 𝑝, si ha che quando 𝐻Ã è vera, e quindi 𝑝 ≤
𝑝Ã, 

𝑃(𝑊 ≥ 𝑘) ≤dÊ
𝑛
𝑖 Î𝑝Ã

8(1 − 𝑝Ã)e�8
e

8fä

 

Per verificare le suddette ipotesi ad un livello di significatività 𝛼, si deve rifiutare 𝐻Ã quando 
𝑊 ≥ 𝑘∗,	dove 𝑘∗ ≔ minç𝑘 ∶ 	∑ Ïe8 Ð𝑝Ã

8(1 − 𝑝Ã)e�8e
8fä ≤ 𝛼è. 

Un modo migliore per implementare il test consiste nel determinare prima il valore 𝑤, della 

statistica del test, (𝑊 − 𝑛𝑝Ã)/Q𝑛𝑝Ã(1 − 𝑝Ã)
∗
, e poi calcolare il p-dei-dati = ∑ Ïe8 Ð𝑝Ã

8(1 −e
8fä

𝑝Ã)e�8	. 
Esempio 1: il preside di un liceo ha proposto un test ai suoi alunni per verificare se una 
nuova metodologia ha migliorato il rendimento scolastico, certo della sua idea ha raccolto 
un campione di 300 studenti e soltanto 10 di questi non hanno superato la prova. Questo 
risultato è tale da negare quando annunciato dal preside? 
Verifica l’ipotesi nulla 𝑝 ≤ 0.02 ad un livello di significatività del 5%. 
 
 
Passaggio #1 
 
Dalla schermata principale della modalità 
Statistics, seleziona TEST, Z, 1-Prop e imposta i 
dati del problema come nella figura a fianco. 
 

        

        
         

 
Passaggio #2 
 
Dalla schermata precedente, scorrendo verso il 
basso esequi il test premendo su CALC, e 
visualizza i risultati della figura a lato. Il valore 
della statistica del test, 
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	(𝑊 − 𝑛𝑝Ã)/Q𝑛𝑝Ã(1 − 𝑝Ã) ≈ 1.65 
mentre il p-dei-dati risulta essere circa 0.0495, 
così l’ipotesi nulla va rifiutata. 

         
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
∗quando	n	è	abbastanza	grande	è	abbastanza	grande	𝑊	è	approssimativamente	normale	con	media	np	e	varianza	𝑛𝑝(−𝑛𝑝),	 

ne	segue	che, per	il	teorema	del	limite	centrale, (𝑊 − 𝑛𝑝)/Q𝑛𝑝(1− 𝑝)~𝒩(0,1) 
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8.	Test	del	chi	quadro		
 
In questo capitolo vogliamo imparare a riconoscere quando un modello probabilistico si 
adatta ad un certo fenomeno casuale. In questo senso il test chi quadrato è ampiamente 
utilizzato per verificare che le frequenze dei valori osservati si adattino alle frequenze 
teoriche di una distribuzione di probabilità prefissata. Un’ulteriore applicazione del test del 
chi quadro verifica l’ipotesi nulla secondo cui due campioni sono indipendenti. Illustriamo 
nelle seguenti attività esempi esplicativi, dopo una breve introduzione teorica. 
 
 
Attività 1: verifica della bontà di una interpolazione tramite il test del chi-quadro 
 
Un test sulla bontà di adattamento (goodness of fit test) è un test statistico che serve a 
verificare se un campione aleatorio assegnato possa realisticamente provenire da una certa 
distribuzione di probabilità. 
Per capire meglio consideriamo un esperimento in cui vengono osservate 𝑛	variabili 
aleatorie indipendenti 𝑌g, 𝑌;,… , 𝑌e, che possono assumere i valori 1,2,… , 𝑘. Siamo interessati 
a verificare l’ipotesi nulla 𝐻Ã: 𝑃(𝑌 = 𝑖) = 𝑝8		, ∀𝑖 = 1,… , 𝑘 contro l’ipotesi alternativa 
𝐻g: 𝑃(𝑌 = 𝑖) ≠ 𝑝8 , per qualche 𝑖 = 1,… , 𝑘. 
Per realizzare questo test denotiamo con 𝑁8		per	𝑖 = 1,… , 𝑘, il numero delle 𝑌ò che sono 
uguali a i. Se 𝐻Ã è soddisfatta, ciascuna delle 𝑌ò assume il valore i con probabilità 𝑝8 
indipendentemente da tutte le altre, quindi 𝑁8 è binomiale di parametri 𝑛	e	𝑝8, e il suo valore 
atteso è 𝑛𝑝8 .  Di conseguenza,	(𝑁8 − 𝑛𝑝8); è un indicatore di quanto sia verosimile che 𝑝8 sia 
davvero la probabilità dell’evento {𝑌 = 𝑖}. Quando questi quadrati hanno valori troppo 
elevati, ci suggeriscono che 𝐻Ã ha grande probabilità di non essere corretta. 
La statistica da adottare per misurare la fiducia nell’ipotesi nulla è la seguente: 

𝑇 ≔d
(𝑁8 − 𝑛𝑝8);

𝑛𝑝8

e

8fg
 

Sia 𝛼 il livello di significatività del test, allora per trovare la regione critica, dobbiamo 
calcolare un valore c tale che 𝑃(𝑇 ≥ 𝑐) = 𝛼 quando 𝐻Ã è vera.  
Ricordando che T ha approssimativamente la distribuzione di una chi-quadro con 𝑘 − 1 
gradi di libertà, si ha che 𝑐~𝜒Õ,ä�g;  e quindi il test 

- Rifiuta 𝐻Ã	se	𝑇 > 𝜒Õ,ä�g;  
- Accetta 𝐻Ã	se	𝑇 ≤ 𝜒Õ,ä�g;  

 
Esempio 1: supponiamo di aver generato 200 valori a caso compresi tra 1	e	10 e che sia stato 
costruito un istogramma con dieci classi di ampiezza 1.  
 
classe 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
osservati  24 10 19 21 16 19 25 25 26 15 
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Verifica l’ipotesi nulla 𝐻Ã secondo cui i dati seguono una distribuzione uniforme con un 
livello di significatività del	5%.	
 
 
 
Passaggio #1 
 
Nella modalità Run Matrix, genera attraverso la 
funzione RanInt# 200 numeri compresi tra 1 e 10 e 
salva i dati della tabella nella lista 1. 
La seconda schermata mostra l’istogramma che 
riassume le frequenze dei dati in ogni classe come 
riportato anche nella tabella. 
Infine, come nella terza schermata, riporta i dati 
delle frequenze nella Lista 2. La seguente tabella 
riporta la frequenza assoluta dei valori osservati in 
ogni classe.  
 
Cl. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

Oss.  24 10 19 21 16 19 25 25 26 15 
 

 

         
    

         
 

         
 

 
Passaggio #2 
 
Successivamente implementa un brevissimo 
programma che calcoli i valori attesi della 
frequenza per ogni classe se i dati provenissero da 
una distribuzione uniforme. I valori attesi per ogni 
classe possono essere calcolatri facilmente 
dividendo 200 per 10, questo programma è utile 
quando non conosciamo a priori in numero di dati. 
Basta riempire con un ciclo For la Lista 3 con il 
risultato dell’operazione Sum(List 2)/10. 
Nella seconda schermata puoi vedere la lista 3 
appena creata. 
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Passaggio #3 
 
Come nella schermata a fianco, implementa nella 
modalità Run Matrix la formula per la statistica 	

𝑇 ≔d
(𝑁8 − 𝑛𝑝8);

𝑛𝑝8

e

8fg
 

Come nel secondo passaggio, tramite la funzione 
InvChiCD calcola il valore di 𝜒Ã.ÃØ,Û; . 
Dato che 𝑇 < 𝜒Ã.ÃØ,Û; ,il test accetterà l’ipotesi 
nulla. 
 
 

 

         
 

 
 
 
 
Esempio 2: si lanciano contemporaneamente tre monete per 202 volte e per il lato testa si 
osservano le seguenti frequenze:  
 
teste 0 1 2 3 
frequenze 20 63 84 35 

 
Si ha il sospetto che le monete siano truccate; verificare questa ipotesi ad un livello di 
significatività del 5%. 
 
 
Passaggio #4 
 
Dopo aver salvato i dati della tabella nelle prime 
due liste, calcola, in modalità Run Matrix, la 
probabilità per cui se lanciamo tre monete, escono 

𝑘 teste:  𝑝ä = Ê3𝑘Î0.5
ä0.5ó�ä. 

I valori di 𝑘 sono salvati nella Lista 1, per cui basta 
implementare  ó!

õ8ÔÓ	g!×(ó�õ8ÔÓ	g)!
0.5õ8ÔÓ	g0.5(ó�õ8ÔÓ	g) e 

salvare i risultati nella lista 3, come nella seconda 
schermata. 
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Passaggio #5 
 
A questo punto puoi calcolare i valori attesi della 
frequenza per ogni classe se i dati provenissero da 
una distribuzione binomiale con 𝑝 = 0.5. 
Nella modalità Run Matrix calcola 𝑛𝑝ä ,in questo 
caso 𝐿𝑖𝑠𝑡	3 × 202, e salva i valori nella Lista 4. 
 
 
 

 

         
 

           
 

 
Passaggio #6 
 
Infine, come nella schermata a fianco, puoi 
calcolare il valore della statistica del test, 
implementandone la formula 	

𝑇 ≔d
(𝑁8 − 𝑛𝑝8);

𝑛𝑝8

e

8fg
 

nel seguente modo: Sum((List2-
List4)^2/List4) 
Il risultato ottenuto è 𝑇 = 7,9009... 
Il valore di 𝜒Ã.ÃØ,ó; ≈ 7.81 e si calcola con la 
funzione InvChiCD. 
Dato che 𝑇 > 𝜒Ã.ÃØ,ó; , il test rifiuterà l’ipotesi nulla. 
 

 

         
 

 
 
Attività 2: test del chi quadro per tabelle a doppia entrata 
 
In questa attività consideriamo situazioni in cui ogni membro di una popolazione può essere 
classificato in base a due caratteri 𝑋	e	𝑌. Ad esempio, vedremo che nell’esercizio proposto, la 
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popolazione degli studenti sarà suddivisa secondo il carattere del voto riportato (X) e il 
carattere del sesso (Y). I due caratteri saranno a loro volta suddivise in categorie 
𝑋g, 𝑋;,… e	𝑌g, 𝑌;, …. Nell’esercizio avremo voto alto, medio o basso per quanto riguarda X e 
maschio o femmina per quanto riguarda Y. Il calcolo del Chi-Quadro in un test statistico 
non parametrico, serve per verificare se la differenza tra frequenze osservate e frequenze 
attese di due caratteri sia dovuto al caso o alla provenienza e al tipo del campione estratto. 
Il test statistico consiste, infatti, nel sottoporre a verifica le ipotesi nulla 𝐻Ã:	“i caratteri sono 
indipendenti”, quindi la loro differenza è dovuta al caso, contro l’ipotesi alternativa 𝐻g:	“i 
caratteri sono dipendenti”, quindi la loro differenza è dovuta al campione.  
Nella pratica si dispone di una tabella di contingenza con 𝑟 righe e 𝑐 colonne in cui sono 
presenti le frequenze osservate 𝑛8ò	(ad esempio 𝑛g; è la frequenza osservata di riga 1 e 
colonna 2) e le frequenze marginali, ovvero le frequenze totali per riga 𝑛8∗	e per colonna 𝑛∗ò. 
 

  

 
𝑿𝟏 

 
𝑿𝟐 

 
     … 

 
     … 

 
     … 

 
     𝑿𝒄 

 
    Tot. 

𝒀𝟏 𝑛gg 𝑛g;      …       …      … 𝑛gÍ 𝑛g∗ 
𝒀𝟐 𝑛;g      …      …      …      … 𝑛;Í 𝑛;∗ 

          …      …      …      …      …      …      …      … 
          …      …      …      …      …      …      …      … 
          …      …      …      …      …      …      …      … 

𝒀𝒓 𝑛üg 				𝑛ü;          …      …      …      …      … 
        Tot. 𝑛∗g 𝑛∗; 𝑛∗ó      …      …      …  

 
Le frequenze attese 𝑁8ò possono essere calcolate mediante la formula  𝑁8ò = 𝑛8∗𝑛∗ò 𝑛⁄ . 
Con queste premesse la statistica del test è data da: 

𝑇 ≔d d
(𝑛8ò − 𝑁8ò	);

𝑁8ò

Í

òfg

ü

8fg
 

La regola decisionale consiste nel rifiutare 𝐻Ã	se il valore osservato della statistica 𝑇 è 
maggiore del valore critico 𝜒Õ,(ü�g)(Í�g)

; 	della distribuzione chi-quadro con (𝑟 − 1) × (𝑐 − 1) 
gradi di libertà.   
Il concetto di gradi di libertà nasce dal fatto che avendo un numero totale fissato di eventi 
per ogni colonna (𝑛∗ò)	e per ogni riga (𝑛8∗)	e dovendoli suddividere nel numero di righe 
corrispondenti alle categorie di Y, abbiamo libertà di mettere quanti eventi vogliamo in 𝑟 −
1  celle, mentre la 𝑟-esima è “costretta” a contenere gli eventi restanti. Nella tabella quindi vi 
sono delle celle (per convenzione le ultime) che non possono contenere “qualsiasi numero” 
ma solo quanto resta per poter ottenere il totale degli eventi di quella categoria. Il numero 
delle celle “libere”, corrisponde ai gradi di libertà e dunque è facilmente comprensibile che la 
formula generale per il numero di gradi di libertà è  (𝑟	 − 	1)(𝑐	 − 	1), ossia numero di righe 
per numero di colonne, a ciascuno dei quali viene precedentemente sottratto uno. 
 
Esempio: uno studio ha mostrato che le ragazze sono più portate dei ragazzi nelle materie 
umanistiche, così vengono esaminati 240 alunni di una scuola e nella seguente tabella 
vengono riportati i punteggi. 
 

X 
Y
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 Voto alto Voto medio Voto basso 

Maschi 40 50 10 
Femmine 45 80 15 

 
Verifichiamo l’ipotesi nulla secondo cui i risultati siano indipendenti dal sesso degli alunni 
ad un livello di significatività del 5%. 
 
 
 
Passaggio #1 
 
Nella modalità Run Matrix, selezionando il tasto 
MAT/VCT, abbiamo creato una matrice A di 
dimensione 3 × 4, in cui abbiamo salvato i valori 
delle frequenze osservate, mentre nell’ultima 
colonna e nell’ultima riga abbiamo lasciato il 
valore zero che poi verrà sostituito dai totali.  
 

 

            
 

 
Passaggio #2 
 
Nella prima parte del programma abbiamo 
allocato una matrice C di dimensione 2 × 3, in 
cui salveremo le frequenze attese teoriche. 
Successivamente due cicli For calcoleranno la 
somma S per colonne e la somma K per righe 
della matrice A. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Le somme calcolate vengono inserite 
rispettivamente nella terza riga e quarta 
colonna.  
 
 
 
 
 
 
A questo punto un nuovo ciclo For riempirà la 
matrice C delle frequenze teoriche attraverso la 
formula 𝑁8ò = 𝑛8∗𝑛∗ò 𝑛⁄ , recuperando i valori di 
𝑛8∗	e	𝑛∗ò dalla terza riga e quarta colonna della 
matrice A. 
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Rimane da calcolare la statistica del test 	

𝑇 ≔d d
(𝑛8ò − 𝑁8ò	);

𝑁8ò

Í

òfg

ü

8fg
 

 
 
Nel caso della statistica viene calcolata con un 
ulteriore ciclo For, che recupera i dati 𝑛8ò 
dalla matrice A che avevamo riempito all’inizio e 
i dati 𝑁8ò dalla matrice C. 
 
 
 
 
 
 
 
 
Il risultato del test ottenuto eseguendo il 
programma con la funzione Exe è 𝑇 ≈ 1.59. 

            
 

            
 

            
 

            
 

 
Passaggio #3 
 
Nella modalità Run Matrix possiamo visualizzare 
le matrici A e C, che il programma ha 
rispettivamente aggiornato e calcolato, come 
nelle schermate a fianco. 
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Passaggio #4 
 
A questo punto calcoliamo il valore di 
𝜒Õ,(ü�g)(Í�g)
;  con 𝑟 = 2	e	𝑐 = 3. Attraverso la 

funzione InvChiCD nella modalità Run Matrix, 
otteniamo 𝜒Ã.ÃØ,;; = 5.991 
Dunque, dato che 𝑇 è minore del valore critico 
5.991, il test accetterà l’ipotesi nulla. 

 

 

            
 

 
La calcolatrice permette di svolgere direttamente i test del chi quadro. La risposta al test 
fornita è equivalente a quella a cui siamo arrivati noi ma viene espressa in termini diversi. La 
calcolatrice riporta il p-dei-dati di T che deve essere maggiore del livello di significatività  𝛼 
affinché il test accetti l’ipotesi nulla.  
 
Approfondimento: verifica dell’ipotesi per cui il generatore casuale della calcolatrice sia 
assimilabile al lancio di una moneta. 
 
Lo presentiamo come esercizio a carattere didattico ma il problema di verificare la bontà di 
un simulatore richiede procedimenti molto più sofisticati. 
Lo scopo di questo approfondimento è quello di comprendere se i risultati che si ottengono 
dalla simulazione di un esperimento fatta con la calcolatrice, siano assimilabili ai risultati 
dello stesso esperimento eseguito da noi.  
L’esperimento consiste nel lanciare una moneta a due facce, che indicheremo con T (testa) e 
C (croce), indicheremo inoltre con 𝑝 = 𝑃(𝑇),	probabilità che esca testa, e con 𝑝 = 𝑃(𝐶), la 
probabilità che esca croce.  
Assumiamo inoltre che 𝑝	e	𝑞 siano entrambi numeri non negativi e che 𝑝 + 𝑞 = 1. 
Un uso accorto delle simulazioni, nell’ottica della didattica per esempio, può risultare utile a 
formare una intuizione probabilistica che spesso è mancante. 
La simulazione, infatti, è importante, non per calcolare frequenze, ma per comprendere 
come si modifica il nostro atteggiamento di fronte ai risultati. Il calcolatore o la calcolatrice 
sono strumenti insostituibili per le simulazioni. Vediamo di seguito un’applicazione pratica. 
 
Esempio: lancio ripetuto di una moneta. 
 
 
Passaggio #1 
 
Il comando che permette la simulazione del lancio 
di una moneta con la CASIO è RanInt(0,1) 
che produce, ad ogni esecuzione, un numero 
aleatorio che ha come possibili valori 0 e 1, 
entrambi con probabilità pari a ½.  
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Passaggio #2 
 
Per simulare il lancio ripetuto di una moneta, 
basta specificare un terzo parametro alla funzione 
RanInt che indica il numero di volte che vogliamo 
ripetere il lancio. 
Con il comando RanInt(0,1,100) per esempio, 
ripetiamo 100 volte il lancio di una moneta. Il 
risultato è una lista di 1 e 0 che corrispondono 
rispettivamente, come detto alle teste e alle croci 
ottenute nei lanci simulati. Supponiamo di voler 
salvare questi valori nella lista 1: 
RanInt(0,1,100)->List1 
  

 

         

 
Passaggio #3 
 
Il conteggio del numero delle teste si ottiene 
semplicemente sommando gli elementi della lista, 
quindi con il comando Sum List 1. 

 

 

           
 

 
Passaggio #4 
 
Il breve programma della schermata a fianco 
permette alla calcolatrice di ripetere 120 volte 
l’esperimento e di salvare il risultato di ogni 
esperimento, cioè il numero di teste osservate in 
100 lanci, nella lista List 2.  
 

 

         
 

 
La domanda che ci poniamo in questo approfondimento è la seguente: i dati prodotti dalla 
simulazione possono essere interpretati come dati prodotti dal lancio di una moneta, cioè 
fino a che punto possiamo identificare questo esperimento con quello del lancio di una 
moneta? 
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Si tratta quindi di valutare se i risultati che abbiamo ottenuto nella simulazione del lancio 
ripetuto di una moneta con la calcolatrice sono compatibili con l’ipotesi che il generatore 
casuale della calcolatrice sia assimilabile al lancio di una moneta oppure ci consigliano di 
dubitare della bontà di tale generatore. 
Per rispondere alla domanda consideriamo il lancio ripetuto 𝑛	volte di una moneta, gli 
eventi elementari corrispondono a tutte le sequenze di simboli T e C di lunghezza 𝑛 e sono 
2e.  
Nell’ipotesi che i lanci siano indipendenti la probabilità di una qualsiasi successione dipende 
solo dal numero 𝑘 di teste che sono presenti nella successione e quindi dal numero (𝑛 −
𝑘)	di croci. Precisamente, se lancio ripetutamente una moneta 𝑛 volte, la probabilità che 
esca una particolare successione con 𝑘	teste è pari a 
 

𝑝ä(1 − 𝑝)e�ä. 
 
Detto 𝐸(𝑛, 𝑘) l’evento «escono 𝑘 teste lanciano una moneta», nell’ipotesi di indipendenza 
del risultato dei diversi lanci, abbiamo 

 
𝑃(𝐸(𝑛, 𝑘)) 	= ÏeäÐ𝑝

ä(1 − 𝑝)e�ä   
 

Esempio: calcolare la probabilità 𝑃([36,40]) che lanciando 100 volte si osservi un numero di 
teste compreso tra 36 e 40.  
 
 
Essendo gli eventi di cui stiamo facendo l’unione 
logicamente incompatibili dato che non possiamo 
osservare 38 teste e contemporaneamente 39 
teste, la formula per la probabilità dell’unione di 
eventi disgiunti (o logicamente incompatibili) ci dà   
𝑃([36,40]) = 𝑃(𝐸(100,36)) + 𝑃(𝐸(100,37)) +
𝑃(𝐸(100,38)) + 𝑃(𝐸(100,39)) + 𝑃(𝐸(100,40)) 
e quindi  

𝑃([36,40]) =
1
2gÃÃ

"¤
100
36

¥ + ¤
100
37

¥ + ¤
100
38

¥ + ¤
100
39

¥

+ ¤
100
40

¥# ≈ 0.027 
 

Si tratta di un conto che possiamo svolgere 
facilmente con l’uso della calcolatrice, e 
attraverso la funzione C che calcola il coefficiente 
binomiale ÏeäÐ attraverso la sintassi nCk.  

 

   

         

 
Per continuare ad affrontare il tema dell’approfondimento, facciamo una piccola digressione 
sulla misura della discrepanza delle osservazioni fatte nella ripetizione dell’esperimento del 
conteggio del numero delle teste. A tal proposito, osserviamo che per valutare la distanza tra 
due numeri, si utilizza il valore assoluto della loro differenza. Se abbiamo fissato un sistema 
di riferimento cartesiano ortogonale e i punti hanno coordinate (a,b), (c,d) rispettivamente, 
la loro distanza, in accordo con il teorema di Pitagora, è la radice quadrata della somma dei 
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quadrati delle differenze. La statistica suggerisce frequentemente l’osservazione di coppie di 
caratteri numerici su una popolazione assegnata (per esempio il peso e l’altezza) o più in 
generale di n-ple di caratteri numerici. E’ possibile interpretare l’ordinaria distanza euclidea 
come una misura della discrepanza statistica complessiva tra individui? 
La dipendenza della distanza euclidea dall’unità di misura rispetto alla quale si esprimono le 
grandezze numeriche, impedisce una tale interpretazione. È necessario standardizzare le 
unità di misura introducendo come coordinata lo scarto rispetto alla media in unità di 
deviazione standard.  
Dopo questa breve digressione, inquadriamo il problema generale e capiamo come entra in 
gioco il ruolo del test del chi quadro.  
Supponiamo di avere un insieme di conteggi teorici 𝐸g,… , 𝐸ä  relativi alla ripetizione di un 
certo esperimento e un corrispondente insieme di conteggi osservati 𝑂g,… ,𝑂ä.  
Supponiamo, per esempio, che nella ripetizione dei conteggi delle teste in cento lanci, 
abbiamo ottenuto: 
 4 esperimenti in cui il numero delle teste contate in cento lanci è minore o uguale a 40 e 
quindi il primo conteggio è 𝑂g = 4; 
11 esperimenti in cui il numero delle teste contate in cento lanci è compreso tra 41 e 45 e 
quindi il secondo conteggio è 𝑂; = 11; 
31 esperimenti in cui il numero delle teste contate in cento lanci è compreso tra 46 e 50 e 
quindi il terzo conteggio è 𝑂ó = 31; 
40 esperimenti in cui il numero delle teste contate in cento lanci è compreso tra 51 e 55 e 
quindi il quarto conteggio è 𝑂Ú = 40; 
18 esperimenti in cui il numero delle teste contate in cento lanci è compreso tra 56 e 60 e 
quindi il quinto conteggio è 𝑂Ø = 18; 
5 esperimenti in cui il numero delle teste contate in cento lanci è maggiore o uguale a 61 e 
quindi il sesto conteggio è 𝑂& = 5. 
Con la calcolatrice invece possiamo calcolare i valori teorici aspettati, tenendo conto che la 

probabilità di osservare 𝑘 teste lanciando 𝑛 volte una moneta non truccata è uguale a ÏeäÐ
g
;�

 .  

I valori teorici sono quindi: 
𝐸g = 100Ï´�Ð

e ∑ ÏgÃÃ' Ð = 2.84ÚÃ
'fÃ , 

𝐸; = 100Ï´�Ð
e ∑ ÏgÃÃ' Ð

ÚØ
'fÚg = 15.17, 

𝐸ó = 100Ï´�Ð
e ∑ ÏgÃÃ' Ð = 35.57ØÃ

'fÚ& , 

𝐸Ú = 100Ï´�Ð
e ∑ ÏgÃÃ' Ð

ØØ
'fØg = 32.46, 

𝐸Ø = 100Ï´�Ð
e ∑ ÏgÃÃ' Ð

&Ã
'fØ& = 11.80, 

𝐸& = 100Ï´�Ð
e ∑ ÏgÃÃ' Ð

gÃÃ
'f&g = 1.76. 

 
 
Per calcolare ad esempio l’ultima quantità con 
la calcolatrice possiamo valutare 
100 × Sum(Seq(100𝐂𝑘, 𝑘, 61,100,1)) ÷ 2gÃÃ 
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dove	100𝐂𝑘 è il coefficiente binomiale ÏgÃÃä Ð. 
 

        
 

 
Procediamo a questo punto con il test del chi quadro, come misura complessiva della 
discrepanza statistica tra la serie di valori osservati e la serie di valori aspettati. La statistica 
del test da utilizzare è: 
 

𝜒; = d
(𝐸ò − 𝑂ò);

𝐸ò

ä

òfg

 

 
 
Passaggio #1 
 
Abbiamo inserito i valori osservati nella Lista 1 e i 
valori aspettati nella Lista 2, come nella 
schermata a fianco. 

 

         
 

 
Passaggio #2 
 
Nella modalità Run Matrix implementiamo la 
formula statistica del test, 𝜒;, ottenendo circa il 
valore 13.18. 
 
 

 

         
 

 
Passaggio #3 
 
La distribuzione teorica delle discrepanze di 
esperimenti prodotti dal lancio ripetuto di una 
moneta non truccata è nota, ed è quella del chi 
quadro con 5 valori di libertà. Per rappresentare la 
distribuzione, inserire nella finestra Graph la 
funzione ChiPD(x,5). 
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Per valutare la significatività statistica di una 
discrepanza chi si usa normalmente il p-value, 
cioè la probabilità che la discrepanza in un 
esperimento prodotto secondo il meccanismo 
stocastico ipotizzato, nel nostro caso il lancio 
ripetuto 100 volte di una moneta non truccata, è 
almeno pari a chi. Se il valore della discrepanza è, 
come nel caso in esame, pari a 13.18, il suo p-
value è pari a 0.02. Per ottenere questo risultato 
sulla calcolatrice, dalla modalità Statistics, 
seleziona DIST, CHI, Ccd, e imposta la schermata 
come nella prima figura a fianco. 
 
Premendo Execute si ottiene il valore di p, come 
nella seconda figura, mentre premendo Draw di 
ottiene la terza figura, che rappresenta l’area di 
sottografico a destra di 13.18, corrispondente al p 
value. 
 
La regola comunemente utilizzata è che una 
deviazione è statisticamente significativa se il suo 
p-value è inferiore a 0.05. Se la discrepanza è 
uguale a 13.18, come osservato, il p-value di 0.02 
è sotto la soglia di guardia e quindi esistono 
ragioni per dubitare la bontà delle nostre ipotesi 
sulla simulazione. Questo non vuol dire che la 
nostra ipotesi sia sbagliata, ma soltanto che è 
difficile sostenerla con i soli dati che abbiamo 
raccolto con le nostre osservazioni. 
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9.	Test	statistici	non	parametrici	
 
 I test visti fino ad ora sono detti test parametrici, in quanto sono applicati a campioni a 
partire dai quali vogliamo testare un’ipotesi relativa ai parametri di una distribuzione che 
supponiamo fissata a priori, per esempio la distribuzione gaussiana di parametri 𝜇 e 𝜎. Se 
non abbiamo sufficienti ragioni per scegliere a priori il tipo di distribuzione, è necessario 
utilizzare dei metodi alternativi, detti test non parametrici. 
 
Attività 1: test dei segni  
 
Riprendiamo la definizione di funzione di ripartizione per spiegare il concetto di mediana. 
La funzione di ripartizione 𝐹 di una variabile aleatoria 𝑋, è definita, per ogni numero reale 𝑥, 
tramite  𝐹(𝑥) ≔ 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥). 
La mediana è quel particolare valore 𝑚 per cui 𝐹(𝑚) = g

;
. 

Siamo pronti per parlare del test dei segni. Lo scopo è quello di misurare la fiducia 
nell’ipotesi che la mediana di una variabile statistica sia uguale ad un certo valore 𝑚Ã. 
Supponiamo di avere a disposizione i dati di un’osservazione campionaria relativa alla 
variabile in oggetto costituita da 𝑁 osservazioni. Consideriamo, associata ad ogni 
osservazione campionaria, la variabile aleatoria 𝐼8	che assume valore 1 se l’osservazione 𝑖-
esima è minore di 𝑚Ã e 0	altrimenti. La variabile 𝐼8 è bernoulliana di parametro 𝑝 = ´

� 
nell’ipotesi che 𝑚Ã sia la mediana.  
A questo punto sia 𝜈 il numero di osservazioni campionarie minori di 𝑚Ã, e sia 𝑊 una 
variabile aleatoria binomiale di parametri 𝑁 e ´�, si ha che il p-dei-dati del test bilatero è  
 

2𝑚𝑖𝑛{𝑃(𝑊 ≤ 𝜐), 𝑃(𝑊 ≥ 𝜈)} = 2𝑚𝑖𝑛{𝑃(𝑊 ≤ 𝜐), 𝑃(𝑊 ≤ 𝑛 − 𝜈)} 

=	 , 2𝑃
(𝑊 ≤ 𝜐)			𝑠𝑒	𝜐 ≤ 𝑛/2		

2𝑃(𝑊 ≤ 𝑛 − 𝜈)	𝑠𝑒	𝜐 > 𝑛/2 

 
 Applichiamo questo metodo ad un esempio. 
Supponiamo di avere un campione di 𝑛 = 200 dati di cui 120 sono minori di un valore 
fissato 𝑚Ã e 80	sono maggiori.  
 
 
Passaggio #1 
 
Dalla modalità Statistics, seleziona DIST, BINOMIAL 
e Bcd, che restituisce la distribuzione binomiale 
cumulata per i dati specificati. Dunque inserisci i 
valori del problema, come nella figura al lato, per 
ottenere 𝑃(𝑊 ≤ 80).  
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Passaggio #2 
 
Eseguendo la schermata precedente, otterrai il 
valore 𝑃(𝑊 ≤ 80) ≈ 0.0028. 

 

        
 

 
Passaggio #3 
 
Per concludere calcola il doppio del valore 
precedente e otterrai che il p-dei-dati è circa 
0.0057, dunque puoi concludere che l’ipotesi nulla 
va rifiutata persino con un livello di significatività 
dell’1%. 

 

       
 

 
Il test dei segni può essere applicato anche a situazioni in cui si hanno dati appaiati e si 
vuole verificare l’effetto di una modifica.   
Consideriamo il seguente esempio.  
 
Esempio: di recente è stato introdotto nell’industria dei semiconduttori un programma di 
sicurezza sul lavoro. Nella seguente tabella sono riportate le medie settimanali delle ore-
uomo prese a causa di incidenti, per n=10 stabilimenti dalle caratteristiche simili. Le medie 
sono state calcolate nel corso di un mese prima e un mese dopo la riforma.  
 

Stabilimento Prima Dopo 
1	 30.5	 23	
2	 18.5	 21	
3	 24.5	 22	
4	 32	 28.5	
5	 16	 14.5	
6	 15	 15.5	
7	 23.5	 24.5	
8	 25.5	 21.0	
9	 28	 23.5	
10	 18	 16.5	

 
Indichiamo con 𝑋8 e 𝑌8 i valori relativi alla fabbrica 𝑖-esima prima e dopo la modifica e sia 𝐻Ã 
l’ipotesi nulla secondo cui il programma non ha avuto effetti. Se così fosse 𝑋8 e 𝑌8 avrebbero 
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la stessa distribuzione e dunque la loro differenza 𝑍8 = 𝑌8 − 𝑋8 dovrebbe avere mediana 
nulla.  
Eseguiamo il test con la calcolatrice 
 
 
Passaggio #4 
 
Nella modalità Statistics inserisci i dati della 
tabella in due liste come in figura. Posizionandoti 
sul riquadro della Lista 3 digita la formula List2 
– List1, per ottenere le differenze tra i valori 
della List 1 e quelli della List 2. 
 

 

         
 

 
Passaggio #5 
 
Puoi calcolare direttamente scorrendo la Lista 3 il 
numero 𝜈 di valori inferiori a 𝑚Ã = 0	, cioè 
negativi. Oppure puoi implementare un brevissimo 
programma, come nella schermata a fianco, che 
scorre i valori della Lista 3 e ogni volta che ne 
trova uno negativo, incrementa di uno una 
variabile W inizializzata a zero. In ogni caso i 
valori negativi sono 7 e dunque quelli positivi sono 
3. 
 
 

 

        
 

 
Passaggio #6 
 
Per calcolare il p-dei-dati, inseriamo i valori nella 
modalità statistics come nell’esempio precedente, 
considerando che 𝜐 > 𝑛/2.  
In pratica stiamo calcolando la sommatoria 
∑ ÏgÃ8 Ð

g
;´É

ó
8fÃ . 

Il valore ottenuto è circa 0.172, dunque, 
raddoppiando, abbiamo che il  
p-dei-dati≈0.34. 
l’ipotesi nulla va accettata per ogni livello di 
significatività minore del 34%. 
 

 

        
 

 
Attività2: test del rango segnato. 
 
Il test di cui parleremo in questa attività permette di verificare l’ipotesi nulla, 𝐻Ã,	che la 
mediana di una distribuzione continua sia un certo valore assegnato	𝑚Ã e che la 
distribuzione sia simmetrica rispetto a tale valore. 
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Sia dunque 𝑋g, … , 𝑋e un campione di dati e denotiamo con 𝑌8 ≔	𝑋8 − 𝑚Ã per 𝑖 = 1,… , 𝑛,	gli 
scarti da 𝑚Ã. 
Dopo aver ordinato dal più piccolo al più grande i valori 𝑌g, … , 𝑌e secondo i rispettivi valori 
assoluti |𝑌g|,… , |𝑌e|,  definiamo le funzioni indicatrici 
 

                                           𝐼ò ≔ 	 .1	se	il	j− esimo	dato	della	lista	ordinata	è	minore	di	zero	
0			altrimenti.																																																																																					

 

Consideriamo la statistica del test 

𝑇 ≔d 𝑗𝐼𝑗

e

òfg

 

che pesa di più i segni dei dati più lontani da 𝑚Ã. 
La posizione occupata da 𝑌8 nell’ordinamento rispetto ai moduli è detta rango 
dell’osservazione 𝑋8, possiamo riscrivere la suddetta statistica nel seguente modo: 

𝑇 = d (𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜	𝑑𝑖	𝑋8)
8:	½º12É

 

 
Supponiamo che l’ipotesi nulla sia soddisfatta e calcoliamo la media e la varianza di 𝑇,	 
riconoscendo che le variabili aleatorie 𝐼g, … , 𝐼e	sono bernoulliane di parametro ´�	 e 
indipendenti. 

𝔼(𝑇) = 	𝔼 Êd 𝑗𝐼𝑗Î = 	d
𝑗
2 =

𝑛(𝑛 + 1)
4 						perchè	𝔼Ï𝐼𝑗Ð =

1
2

 

 

𝑉𝑎𝑟(𝑇) = 𝑉𝑎𝑟 Êd 𝑗𝐼𝑗Î = 	d 𝑗;	𝑉𝑎𝑟Ï𝐼òÐ =d
𝑗;

4 =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

24 					𝑝erché	𝑉𝑎𝑟Ï𝐼òÐ =
1
4 

 
È possibile dimostrare che quando 𝑛 è grande, di solito per 𝑛 > 25, la distribuzione di 𝑇 è 
approssimativamente normale con media e varianza date dalle due espressioni precedenti 
[1].  
L’uso della calcolatrice permette di ottenere il p-dei-dati. I limiti del linguaggio di 
programmazione implementato nella calcolatrice grafica sconsiglia di implementare 
l’algoritmo con questo strumento. 
Utilizzeremo un calcolatore con installato il programma Mathematica per tabulare i valori 
della distribuzione di T per diversi valori di n. Pensiamo, in questo modo di arricchire le 
funzionalità della calcolatrice grafica immaginando nel menù un’icona contenente tabelle di 
questo tipo. 
Vediamo a questo punto come calcolare il p-dei-dati esplicitamente.  
Fissiamo un livello di significatività 𝛼 per l’ipotesi 𝐻Ã	che la distribuzione sia simmetrica 
rispetto a 𝑚Ã.	Se vi sono pochi o troppi valori molto minori di 𝑚Ã, l’ipotesi nulla va 
ragionevolmente rifiutata. In termini probabilistici l’ipotesi 𝐻Ã va rifiutata se  
 

𝑃(𝑇 ≤ 𝑡) < §
;
				oppure			𝑃(𝑇 ≥ 𝑡) < §

;
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dove abbiamo indicato con t il valore assunto dalla statistica del test calcolata sui dati. La 
probabilità di ottenere un risultato uguale o "più estremo" di quello osservato, supposta vera 
l'ipotesi nulla, ovvero il p- dei-dati è: 
 

𝑝 − 𝑑𝑒𝑖 − 𝑑𝑎𝑡𝑖 = 2min	{𝑃(𝑇 ≤ 𝑡), 𝑃(𝑇 ≥ 𝑡)} 
 
Osserviamo un’uguaglianza molto utile per semplificare i calcoli successivi. 
Supponiamo che la distribuzione sia centrata nel valore �(�6´)7 	. 

Sia t il valore assunto dalla statistica del test T, allora 𝑃(𝑇 ≥ 𝑡) è uguale alla 𝑃(𝑇 ≤ �̂�) dove �̂� 
è il simmetrico di t rispetto al valore centrale	�(�6´)7 . È facile quindi dedurre che 

 �̂� = 2 e(e·g)
Ú

− 𝑡. Allora vale che 𝑃(𝑇 ≥ 𝑡) = 𝑃Ï𝑇 ≤ �(�6´)
� − 𝑡Ð. 

Grazie a questa ultima uguaglianza, il p-dei-dati si riscrive in questo modo 

𝑝 − 𝑑𝑒𝑖 − 𝑑𝑎𝑡𝑖 = 2𝑚𝑖𝑛 .𝑃(𝑇 ≤ 𝑡), 𝑃 Ê𝑇 ≤ e(e·g)
;

− 𝑡Î8 = 2𝑃(𝑇 ≤ 𝑡∗) 

Dove si è posto 𝑡∗ ≔ 𝑚𝑖𝑛ç𝑡, �(�6´)� − 𝑡è. 

Attenzione: da adesso in poi la numerosità del campione verrà indicata con 𝑘 e non più con 
𝑛.	 

Fatte queste premesse, dobbiamo calcolare 𝑃(𝑇 ≤ 𝑡∗). Prima di iniziare fissiamo una nuova 
notazione: 

𝑃ä(𝑖) ≔ la	probabilità, condizionata	ad	HÃ, delláevento 
	{T ≤ 𝑖}, quando	il	campione	ha	numerosità	𝑘. 

Mostreremo i passaggi per costruire una formula ricorsiva per 𝑃ä(𝑖), partendo da 𝑘 = 1. 
Ricordiamo che abbiamo definito T così: 	𝑇 ≔ ∑ 𝑗𝐼𝑗e

òfg , dunque quando il campione è 
costituito da un solo dato, T è bernoulliana di parametro ´�		perché può valere solamente zero 
o uno. Segue che: 

𝑃g(𝑖) = <
0							se	𝑖 < 0
1 2⁄ 	se	𝑖 = 0
1						se	𝑖 > 0

 

Calcoliamo adesso 𝑃ä(𝑖)	per 𝑘 > 1, condizionando al valore di 𝐼ä. 
Prima di iniziare ricordiamo brevemente una formula di fattorizzazione utile per il calcolo. 
Siano 𝐸 e 𝐹 due eventi qualsiasi, e sia 𝑋 lo spazio di tutti gli eventi, si ha la seguente catena 
di uguaglianze: 
 

𝑃(𝐸) = 𝑃(𝐸 ∩ 𝑋) = 𝑃Ï𝐸 ∩ (𝐹 ∪ 𝐹Í)Ð = 𝑃((𝐸 ∩ 𝐹) ∪ (𝐸 ∩ 𝐹Í) = 𝑃(𝐸 ∩ 𝐹) + 𝑃(𝐸 ∩ 𝐹Í) 
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								= 𝑃(𝐸|𝐹)𝑃(𝐹) + 𝑃(𝐸|𝐹Í)𝑃(𝐹Í).											 

 
. 
Dunque, utilizzando la formula di fattorizzazione per 𝑃ä(𝑖), si ha: 
 

𝑃ä(𝑖) ≔ 𝑃(𝑇 ≤ 𝑖) = 𝑃(𝑇 ≤ 𝑖|𝐼ä = 1)𝑃(𝐼ä = 1) + 𝑃(𝑇 ≤ 𝑖|𝐼ä = 0)𝑃(𝐼ä = 0) = 
 
 
 

																												=
1
2𝑃

d 𝑗𝐼𝑗 ≤ 𝑖
ä

òfg

|𝐼ä = 1	® +
1
2𝑃

d 𝑗𝐼𝑗 ≤ 𝑖
ä

òfg

|𝐼ä = 0® =

=
1
2𝑃

𝑘 +d 𝑗𝐼𝑗 ≤ 𝑖
ä�g

òfg

|𝐼ä = 1	® +
1
2𝑃

d 𝑗𝐼𝑗 ≤ 𝑖
ä�g

òfg

|𝐼ä = 0® = 

																									=
1
2𝑃

d 𝑗𝐼𝑗 ≤ 𝑖 − 𝑘
ä�g

òfg	

|𝐼ä = 1	® +
1
2𝑃

d 𝑗𝐼𝑗 ≤ 𝑖
ä�g

òfg

|𝐼ä = 0® =																																									

= per	láindipendenza	tra	loro	delle	Ig, … , I@ =

=
1
2𝑃

d 𝑗𝐼𝑗 ≤ 𝑖 − 𝑘
ä�g

òfg

® +
1
2𝑃

d 𝑗𝐼𝑗 ≤ 𝑖
ä�g

òfg

® =:
1
2 (𝑃ä�g

(𝑖 − 𝑘) + 𝑃ä�g(𝑖)) 

	 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

usando	la	definizione	di	T	e	il	fatto	che, se	HÃ	è	vera,P(I@ = 1) = P(I@ = 0) =
1
2 
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Con Mathematica abbiamo realizzato un programma che calcoli una tabella per i valori di 
𝑃ä(𝑖): 

 
Nelle prime tre righe di programma abbiamo inizializzato la formula ricorsiva per 𝑘 = 1, che 
ricordiamo essere: 	

𝑃g(𝑖) = <
0							se	𝑖 < 0
1 2⁄ 	se	𝑖 = 0
1						se	𝑖 > 0

 

A quel punto abbiamo dichiarato la formula ricorsiva	𝑃ä(𝑖) = g
;
𝑃ä�g(𝑖 − 𝑘) +

g
;
𝑃ä�g(𝑖) e 

abbiamo richiesto che i valori venissero forniti sottoforma di una tabella in cui le righe 
rappresentano i valori di 𝑘, a partire da 𝑘 = 1, mentre le colonne rappredentano i valori di 𝑖 
a partire da 𝑖 = 0, considerando che 𝑃ä(𝑖) è sempre nullo quando 𝑖 < 0. 
Ad esempio, il terzo valore della seconda riga (C7) rappresenta 𝑃;(2) = 𝑃(𝑇 ≤ 2),	quando il 

campione ha numerosità 2. 
Illustriamo il funzionamento dell’algoritmo. 
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Per renderci conto della difficoltà di implementare una formula di questo tipo sulla 
calcolatrice, vediamo nel dettaglio come si costruisce la tabella: 
 

 

Consideriamo il valore corrispondente a 𝑃ó(3) =
Ø
D
 , cerchiato in rosso. 

Si ha per definizione che 𝑃ó(3) = g
;
(𝑃;(0) + 𝑃;(3)); il valore corrispondente a 𝑃;(3) è quello 

situato esattamente sopra Ø
D
 nella tabella, dunque 𝑃;(3) = 1, mentre il valore 𝑃;(0) è alla 

distanza di 𝑘 = 3 posti a sinistra di 𝑃;(3), dunque 𝑃;(0) =
g
Ú
.  

In conclusione 𝑃ó(3) = g
;
Ï𝑃;(0) + 𝑃;(3)Ð = 	

g
;
Êg
Ú
+ 1Î = Ø

D
 

Implementare questa strategia di calcolo sulla calcolatrice non è fattibile con il linguaggio di 
programmazione fornito. 
 
Esempio 1: considera i seguenti dati: 

4.2			1.8			5.3			1.7 
Supponi di voler verificare l’ipotesi nulla secondo cui la distribuzione sia centrata e 
simmetrica rispetto al valore 𝑚Ã = 2. Calcola il p-dei-dati esatto. 
 

Passaggio #1 

Inserisci alcuni dati della tabella che abbiamo 
costruito con Mathematica in una matrice A di 
dimensioni 5x5.  
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Passaggio #2 
 
Nella modalità Statistics riempi la Lista 1 con i 
dati dell’esempio. Successivamente seleziona il 
riquadro List 2 e digita List 1-2 per calcolare 
le differenze dei valori della Lista 1 dalla mediana 
𝑚Ã = 2. Nella Lista 3 salva i valori assoluti delle 
differenze e riempi la Lista 4 con i ranghi, secondo 
la definizione data nell’introduzione. Dunque, si 
ha:	
𝑇 = ∑ (𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜	𝑑𝑖	𝑋8)8:	½º1; =2 + 1 = 3. 

 

         
 

Passaggio #3 

Sia t il valore assunto dalla statistica del test 
calcolata sui dati, 𝑡 = 3. Per ottenere il p-dei-
dati, bisogna calcolare 	2𝑃(𝑇 ≤ 𝑡∗), dove 𝑡∗ ≔
𝑚𝑖𝑛ç𝑡, �(�6´)� − 𝑡è. Essendo 

 3 = 𝑚𝑖𝑛ç3, 7(76´)� − 3è , si ha  

𝑝 − 𝑑𝑒𝑖 − 𝑑𝑎𝑡𝑖 = 2𝑃(𝑇 ≤ 3) = 2𝑃4(3). 
Per rintracciare il valore giusto nella matrice A, 
bisogna tener presente che le colonne sono 
traslate di un posto, quindi per ottenere il valore 
corrispondente a 𝑃Ú(3), bisogna scegliere 
l’elemento A(4,4) della matrice. 
Si ha infine che p-dei-dati=0.625 
 

         

Di seguito proporremo un esercizio in cui si utilizza il fatto che per 𝑛 grande, di solito 𝑛 >
25, la statistica T è approssimativamente normale di mediae(e·g)

Ú
 e varianza e(e·g)(;e·g)

;Ú
 

 Esempio 2: supponiamo di avere un campione di 40 dati generati da una distribuzione 
sconosciuta. Concretamente genereremo questi dati da una distribuzione gaussiana con il 
solo scopo di illustrare il procedimento. Vogliamo valutare l’ipotesi nulla	𝐻Ã secondo cui 
𝑚Ã = 0 e la distribuzione è simmetrica rispetto a tale valore. 
 
 
Passaggio #4 
 
Considera una lista di 40 valori per comodità a 
partire dalla funzione RanNorm, quindi da una 
distribuzione normale, di media 0.3 e varianza 1. 
Ma supponiamo di non sapere tutto questo 
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Passaggio #5 
 
In questo secondo passaggio, posizionandoti sul 
riquadro della lista 2, digita Abs(List 1) per 
ottenere i dati in modulo, e successivamente 
ordinali con il comando SORTASC. 
 

 

        
 
 
 
 

 
Passaggio #6 
 
Nella lista 3 scrivi il rango di ciascun valore. Ad 
esempio il valore 0.0387… ha rango 1 perché è il 
primo della lista 2 in cui troviamo il nuovo ordine 
|𝑌g|, … , |𝑌e|, a partire dal campione originario.  

 

        
 

 
Passaggio #7 
 
Ricordando la definizione che abbiamo dato 
nell’introduzione della statistica del test:  

𝑇 = d (𝑟𝑎𝑛𝑔𝑜	𝑑𝑖	𝑋8)
8:	½º12É

 

puoi implementare un programma che faccia il 
calcolo automatico come nelle schermate a 
fianco. 
Basta inizializzare a zero una variabile T e 
scorrere la lista 1. Ogniqualvolta si trovi un valore 
negativo, si cerca nella lista 2 il corrispondente 
valore in modulo e dunque il suo rango. 
Sia 𝑡	il valore ottenuto per la statistica T. Si ha 

𝑡 = 240 

 

       
 

       
 

 
Passaggio #8 
 
Dato che per 𝑛 > 25	la	statistica	𝑇 è 

approssimativamente normale con media 
e(e·g)

Ú
	e 

varianza	e(e·g)(;e·g)
;Ú

, calcola questi due valori in 

modalità Run-Matrix, ottenendo 𝜇 = 410 e 𝜎; =
5535, da cui 𝜎 ≈ 74 
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Passaggio #9 
 
A questo punto dalla modalità Run Matrix calcola il 
p-dei-dati del test bilatero, ovvero  
𝑝 − 𝑑𝑒𝑖 − 𝑑𝑎𝑡𝑖 = 2min	{𝑃(𝑇 < 𝑡), 𝑃(𝑇 > 2𝜇 − 𝑡)} 

Dalla modalità statistica, seleziona DIST, Norm e 
Ncd, che calcola la probabilità cumulativa normale 
di una distribuzione normale tra un limite inferiore 
e un limite superiore.  
Inserisci i dati come in figura, otterrai che 
𝑃(𝑇 < 𝑡) ≈ 0.01 
Eseguendo un calcolo analogo per 𝑃(𝑇 > 2𝜇 − 𝑡), 
come nella terza schermata in cui l’estremo 
sinistro è dato da	2𝜇 − 𝑡 = 580, si ottiene 0.01, 
dunque p-dei-dati= 0.02. 
concludiamo che accettiamo l’ipotesi di 
distribuzione simmetrica rispetto allo zero viene 
accettata al 2% di significatività.   

 

      
     

      
 

 
Vediamo come applicare questo test in una situazione concreta. Supponiamo di avere a 
disposizione di due gruppi di oggetti o di un gruppo di persone su cui vogliamo testare due 
metodi diversi, possono essere due metodi di insegnamento per esempio e siamo interessati 
a verificare se siano statisticamente equivalenti. 
Selezioniamo 𝑛 elementi,	𝑋g, … , 𝑋e, testati con il primo metodo e 𝑚 elementi, 𝑌g, … , 𝑌2, 
testati con il secondo metodo. Denotiamo inoltre con 𝐹 e 𝐺 le funzioni di ripartizione 
incognite delle due popolazioni, che supponiamo essere continue. L’ipotesi nulla che 
vogliamo verificare è 𝐻Ã: 𝐹 = 𝐺. 
Volendo utilizzare il test del rango segnato, occorre per prima cosa ordinare dal minore al 
maggiore le 𝑛 + 𝑚 osservazioni, si denota a questo punto con 𝑅8	il rango di 𝑋8, ovvero la 
posizione del dato 𝑋8 nell’ordinamento appena ottenuto. 
La statistica utilizzata dal test è la somma dei ranghi delle osservazioni 𝑋8, 

𝑇 =d 𝑅8
e

8fg
 

Se l’ipotesi nulla è vera, quindi 𝐹 = 𝐺, gli	𝑛 + 𝑚  valori osservati provengono da una sola 
distribuzione e quindi tutti i (𝑛 + 𝑚)! modi di assegnare i ranghi ai dati 𝑋g, … , 𝑋e, 𝑌g, … , 𝑌2 
sono equiprobabili. Segue che la scelta degli n ranghi per il primo campione è equivalente 
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alla estrazione casuale di n valori da un’urna che contenga i numeri 1,2, … , 𝑛 +𝑚. Usando 
questo fatto si può dimostrare che  

𝐸(𝑇) =
𝑛(𝑛 + 𝑚+ 1)

2  

𝑉𝑎𝑟(𝑇) =
𝑛𝑚(𝑛 +𝑚 + 1)

12  

È inoltre possibile dimostrare che quando 𝑛	e	𝑚 sono entrambi non troppo piccoli, di solito 
si richiede che siano maggiori di 7, la distribuzione di T, sotto l’ipotesi nulla, è 
approssimativamente normale. In particolare, quando l’ipotesi nulla è soddisfatta  

𝑇 − 𝑛(𝑛 + 𝑚 + 1)
2

«𝑛𝑚(𝑛 +𝑚 + 1)
12

~𝒩(0,1) 

Dunque detto 𝑑	il modulo della differenza tra il valore osservato per T e il suo valore atteso, 

si ha che il p-dei-dati= 𝑃(|𝑇 − 𝐸(𝑇)| > 𝑑) = 𝑃 ª|𝑍| > 𝑑 «e2(e·2·g)
g;

j ¬ = 

2𝑃 ª𝑍 > 𝑑 «e2(e·2·g)
g;

j ¬  

 
Esempio 3: viene condotto un esperimento per verificare l’influenza di un nuovo additivo 
per benzina sui consumi, i dati raccolti seguono le miglia percorse con un gallone di benzina 
per 8 diverse automobili. 
 
Auto	 1	 2	 3	 4	 5	 6	 7	 8	
Prima		 24.2	 30.4	 32.7	 19.8	 25	 24.9	 22.2	 21.5	

Dopo	 23.5	 29.6	 32.3	 17.6	 25.3	 25.4	 20.6	 20.7	
 
Si può concludere che l’effetto dell’additivo sia apprezzabile al 5% di significatività? 
 
 
Passaggio #1 
 
Nella modalità Statistics inserisci i dati della 
tabella in due liste come nella figura a lato. 

 

        
 

 
Passaggio #2 
 
Con un breve programma puoi far in modo di 
inserire tutti i dati delle prime due liste in una 
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terza lista. Basta infatti copiare, con un ciclo for, i 
dati della Lista 1 nei primi otto posti della Lista 3 
e i dati della Lista 2 nei restanti otto posti. 

        
 

 
Passaggio #3 
 
In questo passaggio abbiamo semplicemente 
ordinato i dati della Lista 3 con il comando 
SORTASC e poi abbiamo riempito la Lista 4 con i 
ranghi dei valori appena ordinati. Ad esempio 24.2 
ha rango 1 perché è il primo valore del nuovo 
ordine e così via 

 

       
 

 
Passaggio #4 
 
Ricordando che 	

𝑇 =d 𝑅8
e

8fg
 

Dove 𝑅8 è il rango dei valori della prima lista, puoi 
implementare un programma che calcoli la 
statistica T, come nelle schermate a fianco.  
basta inizializzare a zero una variabile T, scorrere 
la Lista 1 e, per ogni valore, cercare nella Lista 3 
il valore che uguale. A quel punto basta 
incrementare T del rango corrispondente.  
Il risultato ottenuto è 𝑇 = 70 

 

       
 

       
 

 
Passaggio #5 
 
Calcoliamo adesso la media

e(e·2·g)
;

 e la 

varianza
e2(e·2·g)

g;
 di T, con n=m=8. Si ha che 

𝜇 = 68 e 𝜎; = 90.666… 
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Passaggio #6 
 
Possiamo calcolare ora il p-dei-dati come 
nella schermata a fianco. 
Denotiamo con 𝑑		il modulo della differenza 
tra il valore osservato per T e il suo valore 
atteso, dunque 𝑑 = 2. 

𝑝 − 𝑑𝑒𝑖 − 𝑑𝑎𝑡𝑖 = 2𝑃 Ê𝑍 > ;
√ÛÃ,&

Î 

Si ha p-dei-dati≈ 0.84, dunque per 𝛼 = 0.05 
accettiamo l’ipotesi nulla. 
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