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Introduzione

La tecnologia digitale € un aspetto caratterizzante della societa in cui viviamo. Il
ricorso quotidiano a strumenti digitali € sempre piu pervasivo e la loro fruizione
riguarda diverse sfere: da quella sociale a quella lavorativa.

Per rispondere alle esigenze di una societa sempre piu informatizzata, diverse leggi e
decreti ministeriali hanno introdotto 1’utilizzo di questi strumenti nella scuola.

Gia nei programmi del 1985 iniziano a comparire riferimenti all’uso consigliato di
sussidi didattici tecnologici, partendo da videoregistratori, televisori e stereo per
arrivare a computer, tablet e LIM.

Le tecnologie digitali inserite all'interno della scuola possono costituire un valido
mezzo per favorire ’apprendimento, rendendo la lezione piu accattivante e interattiva.
Possono pero anche distrarre dalle finalita principali dell’insegnamento, soprattutto se
I’insegnante non ha ricevuto una formazione adeguata che metta in luce i possibili usi
didattici delle tecnologie senza trascurare i possibili effetti negativi di un uso poco
accorto.

E importante programmare attentamente le attivita che si vogliono presentare agli
studenti al fine di non perdere di vista 1’obiettivo che si vuole raggiungere. In
particolare, € preferibile che tali attivita non siano fine a sé stesse ma siano inserite in
un contesto didattico pitu ampio.

Uno strumento che ha recentemente riscosso interesse e la calcolatrice grafica, perché
il suo utilizzo é stato consentito nell’Esame di Stato. Si tratta di una calcolatrice dotata
di un numero di funzioni molto maggiore rispetto alle normali calcolatrici scientifiche
e di un ampio display che consente la rappresentazione grafica di dati numerici, la
visualizzazione dei grafici delle funzioni e delle loro derivate prime e seconde. Tra le
funzioni ci sono tutte le funzioni statistiche fondamentale per analizzare una singola
serie di dati e una coppia di serie e per la statistica inferenziale. Permette inoltre la
simulazione diretta di variabili aleatorie discrete e continue e distribuite nelle maniere
pitl consuete: uniforme, gaussiana, geometrica, binomiale, di Poisson, ecc. Sono
dotate della capacita di connettersi al PC, tramite cavo USB, per condividere file,



applicazioni e calcoli e possono connettersi a centraline per effettuare misurazioni di
vario genere: tensione elettrica, forza applicata, suono, calore, ecc...

Con l'ordinanza ministeriale n. 257/2017 relativa alle istruzioni e modalita
organizzative e operative per lo svolgimento degli Esami di stato, all'articolo 18-
comma 8, é stato inserito a pieno titolo, ai fini dello svolgimento della seconda prova
nei licei scientifici, l'uso di calcolatrici scientifiche e/o grafiche, purché non siano
dotate di capacita di calcolo simbolico (CAS- Computer Algebraic System ).

Tale linea é stata confermata con la Nota MIUR 5641 del 30/3/2018 ed estesa a tutti
gli indirizzi di studio dell'istruzione secondaria di secondo grado.

Le calcolatrici grafiche sono dunque entrate a pieno titolo tra gli strumenti didattici il
cui uso € consigliato nella scuola e offrono una buona occasione per stimolare
interessanti novita nell'insegnamento della matematica?.

E importante allora, perché le potenzialita di questi strumenti possano essere
efficacemente indirizzate al miglioramento della didattica, cercare di prestare
particolare attenzione alle possibilita di utilizzarle per coadiuvare 1’insegnamento di
parti del programma che sono tradizionalmente trascurate, sia per la difficolta di
sviluppare negli studenti una buona intuizione, sia per le difficolta di mettere in luce i
collegamenti con gli altri argomenti di matematica. Per esempio, ci riferiamo al calcolo
delle probabilita.

In questa tesi affrontiamo un argomento che ci pare particolarmente adatto sia per
affinare I’intuizione probabilistica relativa a semplici processi aleatori, sia per il
collegamento che questo argomento permette con altre parti della matematica e con la
teoria dell’informazione. Si tratta dell’analisi delle caratteristiche e dei meccanismi di
generazione di stringhe (finite) e sequenze (infinite) binarie. Lo scopo di questa tesi €
quello di analizzare le caratteristiche e i metodi di generazione di sequenze (e stringhe),
concentrandosi in particolar modo su quelle binarie.

Sono state inserite diverse attivita che si possono svolgere con la calcolatrice grafica,
sia semplici calcoli che combinano i comandi fondamentali, sia attraverso la scrittura
di programmi piu complicati, che permettono di esplorare e familiarizzare con gli
argomenti teorici trattati.

La tesi e suddivisa in tre capitoli. Nel primo capitolo sono analizzate alcune
caratteristiche generali delle sequenze binarie. Viene illustrato il teorema di VVan der
Waerden e ne viene fornita una dimostrazione che fa uso di soli strumenti elementari.
Si tratta di una dimostrazione elementare ma non banale che si presta ad essere

1 (F.Bologna)
2 (F.Bologna)



discussa con studenti delle scuole superiori che sono particolarmente interessati alla
matematica e all’informatica. Si discute quindi come sia possibile generare sequenze
binarie con una macchina di Turing, cogliendo in questa maniera I’idea di “stringa
binaria definibile con un algoritmo”.

Nel secondo capitolo sono proposte una serie di attivita didattiche realizzate con la
calcolatrice grafica pensate per mettere in luce le caratteristiche delle stringhe binarie
generate da processi aleatori e si illustra come simulare con la calcolatrice questi
processi.

Una delle maggiori difficoltd legate alla comprensione di fenomeni aleatori
individuate da J. Garfiled e A. Alghern® & legata al “conflitto tra I’analisi della
probabilita nelle lezioni matematiche e 1’esperienza nella vita quotidiana”.

Fornire uno strumento che consenta di simulare in maniera opportuna quanto studiato
nella teoria e con il quale si possano costruire e ripetere le simulazioni & molto utile al
fine della comprensione.

Nel terzo capitolo si considerano le sequenze binarie illimitate, affrontando il problema
di distinguere quelle producibili con una macchina di Turing dalle altre. Sono
analizzati a tale proposito alcuni concetti fondamentali della teoria dell’informazione,
formulati intorno agli anni Sessanta: quello di sequenza incomprimibile e quello di
sequenza tipica.

Come osservato in (Volchan, Gennaio 2002) si tratta di nozioni ideate nel tentativo di
fornire una definizione di sequenza casuale. Si tratta di un aspetto delicato che ha
diverse implicazioni, anche filosofiche, che non abbiamo approfondito ulteriormente,
se non attraverso alcune osservazioni confinate nell’ Appendice, dove vengono anche
forniti riferimenti bibliografici per il lettore interessato ad approfondire questi temi.

3 (J. Garfield, 1988)



Capitolo 1

Generazione e proprieta delle stringhe binarie

In questo primo capitolo sono prese in considerazione sequenze binarie di lunghezza
finita o stringhe.

Lo scopo e quello di mettere in luce alcune loro proprieta generali. Sono esaminate,
oltre a caratteristiche note come la corrispondenza tra stringhe binarie e numeri
naturali, alcuni risultati meno conosciuti come il teorema di Van der Waerden.
All'interno del capitolo sono inserite delle schede che guidano in attivita da realizzare
con la calcolatrice grafica.

In alcuni casi le attivita descrivono specifici comandi presenti nella calcolatrice e
ritenuti interessanti per illustrare I'argomento trattato; in altri casi la calcolatrice viene
utilizzata per generare nuovi programmi. Di volta in volta & precisato lo scopo delle
singole attivita.

Sequenze binarie di lunghezza finita (stringhe) possono essere generate in molteplici
modi.

Ad esempio, la ripetizione di un esperimento aleatorio con due possibili esiti
complementari (come “esce testa” e “esce croce” nel lancio di una moneta oppure
“esce un numero minore o uguale a due” e “esce un numero maggiore di due” nel
lancio di un dado) genera una sequenza finita di 0 e 1. All’analisi delle stringhe binarie
aleatorie e dedicato il Capitolo 2, Cfr. p. 36.

Similmente & possibile generare stringhe binarie senzaricorrere ad esperimenti aleatori
considerando una successione finita i cui elementi sono costituiti da due possibili
alternative (come quelle riportare di seguito nella tabella) codificate con i simboli 0 e
1.

Studenti in una classe Studentesse
Vocali contenute in una parola Consonanti
Pixel bianchi in un’immagine in | Pixel neri

bianco e nero
Caratteri alfanumerici in uno scritto | Spaziature




Un ulteriore metodo di generazione di stringhe di 0 e 1 é fornito dalla codifica binaria
di un alfabeto (per esempio dei caratteri ASCI1%) e quindi di un insieme di parole.
Alla fine del Capitolo 1 vedremo come produrre una qualsiasi stringa binaria con una
macchina di Turing.

Di seguito sono riportate alcune definizioni basilari.

Definizione 1.1: Stringa

Fissato un alfabeto A = {a4, ..., ag} con s > 2, una stringa € una sequenza finita di
simboli appartenenti all’alfabeto ( x;x, ...x, COnx; EAper1 <i<n)

L’insieme di tutte le stringhe ottenute a partire dall’alfabeto A é indicato con A*.

La stringa vuota € indicata con il simbolo A.

Il numero di caratteri che compongono una specifica stringa ne determina la lunghezza.
Data una stringa w, la sua lunghezza ¢ indicata con il simbolo |w|.

Esempio 1.1: Stringhe binarie
Le stringhe dell’alfabeto £ = {0,1} si dicono binarie. L’insieme di tutte le stringhe
binarie ¢ indicato con X*.

Definizione 1.2 Concatenazione
La concatenazione e un'operazione binaria di elementi di Z* che associa la stringa xy
ad ogni coppia ordinata di elementi (x, y) nel prodotto cartesiano £* x £*.
Date x,y € X%, la lunghezza della stringa xy ¢ |X|+]y|.
1. X* é chiuso rispetto I'operazione di concatenazione:
Vx,y €X* xyex”
2. Laconcatenazione € un'operazione associativa di Z*:
Vx,y,z€X" (xy)z=x(yz) =xyz
3. A e l'elemento unitario per la concatenazione su X*:
Vx €X' Ax=xA=x
La concatenazione di stringhe non e un'operazione commutativa:
Vx,y €L xy # yx.

4 La sigla ASCII ¢ acronimo di American Standard Code for Information Interchange. La codifica
standard é stata pubblicata dall” American National Standards Institute nel 1968. L’articolo originale &
disponibile al link:
https://web.archive.org/web/20120724022406/http://www.wps.com/projects/codes/X3.4-
1963/index.html



https://web.archive.org/web/20120724022406/http:/www.wps.com/projects/codes/X3.4-1963/index.html
https://web.archive.org/web/20120724022406/http:/www.wps.com/projects/codes/X3.4-1963/index.html

Definizione 1.3: Sequenza
Sia A ={a,, ...,ag} con s = 2 un alfabeto. Si definisce una sequenza w come una

funzione w: N — A.
L'insieme delle sequenze a simboli in £ = {0,1} & indicato con N,



1.1 Le stringhe come rappresentazione binaria dei numeri
naturali in base 10 °

Sia n un intero positivo. Rispetto ad una base fissata b (b intero maggiore di 1), tale
numero puo essere univocamente rappresentato con la scrittura n =
(ax agx_q ...ayay)p, dove

n = apb* + ap_b* 1+ +a;b+a, con 0<a;<bh, a#0 (1)

Se b € minore o uguale a 10, possiamo usare per rappresentare a; le usuali cifre

decimali. Se b € maggiore di 10 € necessario introdurre nuovi simboli. Per esempio,

per b=16 si usano abitualmente i simboli A, B, C, D, E ed F per rappresentare

rispettivamente dieci, undici, dodici, tredici, quattordici e quindici. Il numero decimale

255 ha quindi espressione esadecimale FF.

Possiamo, piu in generale, rappresentare in base b anche numeri non interi, con una

scrittura infinita analoga alla rappresentazione decimale con virgola di un numero

reale, considerando numeri che si scrivono nella forma

x= agb*+--+a;b+agh®+a_ b +a_,b2+--+a_bF+- 2)
con0<a;<bh

Ovvero, con una notazione piu compatta x = (apay_q ..-Ag, A—q 0. A oo )p-

Aggiungendo un segno possiamo rappresentare anche i numeri negativi.

Si definisce la parte intera di un numero x (e si indica con [x]) come il piu grande

intero minore o uguale ad x. Nel caso della rappresentazione con la formula (2), la

parte intera & evidenziata in grassetto: [x] = b* + --- + a; b + aob°.

Osservazione 1.1:

Si consideri una base b qualsiasi. Un intero n, per cui valga b*~! < n < b* ha k cifre
in base b. Segue che, il numero di cifre con cui si scrive un intero n rispetto ad una
base b > 2, e k = [log, n] + 1.

Conversione di un intero dalla base 10 alla base b
Sia n un intero positivo qualsiasi, n = a;b* + a,_b* 1+ -+ a;b +a,, 0 < aq; <
b. E possibile convertire n in base b con il seguente algoritmo, che utilizza la divisione

con resto.
n=qy-b+rycon0<r,<b
CI0=q1'b+T1COHOST1<b

5 (Koblitz, 1994)
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qg1=q; - b+r,con0<r,<b

Q-1 =0-b+r,con0<r,<b

L’algoritmo, conosciuto con il nome di algoritmo delle divisioni successive, si arresta
dunque quando q; = 0.
Alloran = (11— ...7479)p, SUpponendo di aver introdotto le cifre ; minori di b per
rappresentare tutti i numeri naturali.
L’algoritmo funziona anche per convertire tra due basi qualsiasi. Basta saper effettuare
la divisione nella base di partenza e saper convertire i resti nella base d’arrivo. Per
esempio, per convertire 100101 dalla base due alla base dieci:

100101 = (1010)(11) + 111

11 = (1010)(0) + 11

La conversione del resto 111 dalla base due alla base dieci & 7 mentre quella del resto
11 e 3. Pertanto, la conversione di 100101 in base dieci é 37.

Esempio 1.1:
Applicando I’algoritmo delle divisioni successive al numero (12),, si ha:
12=5-2+1
5=2-2+1
2=2-24+0
2=1-2+4+0
1=0-2+1

Otteniamo cosi che la sua rappresentazione in base due € (10011),.

Conversione con la calcolatrice grafica dalla base 10 in un numero binario

Per illustrare 1’uso della calcolatrice cominciamo con esplorare la possibilita di
convertire gli interi in basi diverse. Usiamo la convenzione di indicare i tasti da
premere per eseguire i calcoli con il simbolo che appare sulla tastiera seguito
dall’indicazione della loro posizione, che indichiamo con la scrittura (n,m) dove n
indica I’n-esima riga dall’alto e m 1’m-esima colonna da sinistra.

La calcolatrice grafica e dotata di specifici comandi che consentono la conversione di
un intero da una base b; = 2,8,10,16 ad una base b, = 2,8,10,16.

11



Esempio 1.2

Convertire il numero 130 dalla base 10 alla base 2

Passo #1

Dal Menu Principale, che si raggiunge con
il tasto (MEN) (2,4), selezionare la modalita
Run-Matrix(1).

B MAIN MENU

eActivity Spreadsheet

X¥1Y¥2 7 = B
T34 .
268 An+B

Recursion

Statistics

Dyna Graph

Run-Matrix |

Table

=] 1 L1 1| o~ —
+C=u ] — |

Graph

ConicGraphs Equation Program  Financial

Passo #2

Modificare le impostazioni della
calcolatrice selezionando i tasti

(sFT) (1,2) (MENU) (2,4) (Set Up).

Per scegliere la base di arrivo bz =2
selezionare nell'impostazione Mode
I'opzione Bin (F4)(1,4).

Tornare in modalita Run-Matrix con il

comando [EXIT)(3,4).

El
Input/Output:Math

Mode :Bin

Frac Result :d/c

Funec Tyvpe Y=

Draw Tyvpe :Connect
Derivative :0ff
Angle :Rad N

[Comp |[ Dec || Hex |[ Bin || Dct |

Passo #3

Utilizzando il tasto [F1)(1,1) (d~0) &
possibile accedere al menu che consente
di scegliere la base di partenza ba.

[ d~o J LOGIC JDISPLAY

Passo #4

La base b1=10 & rappresentata dal
simbolo d. Per selezionarla digitare il
tasto [F1)(1,1).

Il cambiamento di base si effettua
digitando, come in figura, a fianco del
simbolo d il numero che si vuole
convertire. Selezionando il tasto [EX§(9,5)
si esegue la conversione, in questo caso
in base 2 di (130),.

B Bin]
d130
0000000010000010

L d | h | b | o]

12




Osservazione 1.2:

Limitandosi a considerare solo stringhe in {0,1}* il cui primo elemento € 1, allora ogni
stringa € la rappresentazione binaria di un numero intero positivo n univocamente

determinato.®

Esempio 1.3:

Alla stringa binaria 1001 corrisponde, per la formula (1), cfr. p. 10, il numero naturale
n=1-2240-22+0-2"1+1-2=8+1=9.

Conversione dalla base 10 alla base 2 con la calcolatrice grafica

Utilizzando un procedimento analogo a quello mostrato nell'esempio 1.2 (cfr. p. 12) é
possibile convertire un numero dalla base b, =2 alla base b, =10.

Esempio 1.4:

Convertire il numero 101110 dalla base 2 alla base 10

Passo #1

In modalita Run-Matrix(1) & possibile
raggiungere il menu Set Up selezionando
| tasti [sHFT) (1,2) (MENU) (2,4).

Per scegliere la base di arrivo 10 e
sufficiente modificare, come riportato
nell'immagine, I'impostazione Mode
selezionando I'opzione Dec.

Il comando (EXIT)(3,4) consente di tornare
in modalita Run-Matrix.

E
Input/Output:Math

Mode :Dec

Frac Result :d/c

Fune Type Y=

Draw Type :Connect
Derivative :0ff
Angle :Rad N

[Comp J[ Dec ][ Hex ][ Bin ][ Oct |

Passo #2
Selezionando i tasti [sHFT) (1,2) (F1)(1,1)

(d~0) si raggiunge il menu che consente
di scegliere la base di partenza. Tra le
opzioni, la base b(F3)(1,3) corrisponde
alla base 2. Per effettuare la conversione
digitare il numero 101110 come in figura
e selezionare il tasto [Exg(9,5).

] Dec
b101110

46
. d | h | b | o]

& Un modo per individuare una corrispondenza univoca tra l'insieme delle stringhe binarie &* =
e I’insieme dei naturali N (compreso lo 0) € il seguente. Si consideri un ordine lessicografico su Z*:A <
0<1<00<01<10<11<000<001<:+<111 <. Si pud mappare {0,1}* con l'insieme
dei numeri naturali, associando ogni stringa con il suo indice in ordine lessicografico.
In questo modo abbiamo una rappresentazione binaria per numeri naturali che é differente dalla

rappresentazione binaria standard, cfr. p. 10.

13
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Passo #3

Per effettuare I'operazione inversa e
convertire in base 2 il numero intero
ottenuto al Passo #2 (memorizzato in
Ans), esiste un apposito comando.

Per potervi accedere & necessario
selezionare il tasto (EXIT)(3,4) finché non si
€ usciti da tutti i menu di comandi aperti
nei passi precedenti. Selezionando
(F3)(1,3) (DISPLAY), si raggiunge la
schermata in figura. Con il tasto (F3)(1,3)
Bin si converte il valore di Ans in base 2.
Per eseguire il comando selezionare il

tasto [Ex§(9,5).

B Dec |
b101110
46
Ans»*Bin
0000000000101110
»Dec [PHex | PBin | »Oct |

Selezionando impostazioni differenti € possibile effettuare conversioni in altre basi.

Esempio 1.5:

Convertire il numero 753 dalla base 8 alla base 16

Passo #1

Per selezionare la base di arrivo e
necessario aprire le impostazioni dalla

E
Input/Output:Math
[ ]

Frac Result :d/c

modalita Run-Matrix(1) selezionando EUI’IC $ype g= t
E(12) @D (2.4) (S Up) Derivative :Off
Per selezionare la base di arrivo bz =16 si Ang le :Rad d
deve impostare Mode, come in figura, [Comp J[ Dec J[ Hex J[ Bin ][ Oct ]
all'opzione Hex. Tornare indietro con il
tasto (EXT)(3,4).
Passo #2 El [ Hex]
0753
In modalita Run-Matrix(1) si sceglie la O000001EB
base di partenza b1 =8 selezionando i
tasti (sHFT) (1,2) (F1)(1,1) (d~0). La base 8
& rappresentata dal simbolo o (F4)(1,4).
Per eseguire il comando selezionare il
tasto [Eg(9,5).
. d [ h [ b | o

14




1.2 Il teorema di Van der Waerden

Il teorema dimostrato nel 1927 dal matematico olandese Van der Waerden (1903-
1996) che presentiamo in questa sezione, a dispetto della sua apparente semplicita, e
stato oggetto di attenzione da parte di molti matematici. La dimostrazione originale
usa solo mezzi elementari, alla portata della comprensione di uno studente delle scuole
superiori, ma non € per nulla banale. Per questa ragione, e per le generalizzazioni che
suggerisce, € una delle “tre perle dell’aritmetica” inserite dal matematico russo A. Y.
Kinchin nel suo famoso libretto (Kinchin, 1952) che, tradotto in diverse lingue, ha
contribuito a diffondere la fama di questo teorema, capostipite di una serie di risultati
importanti nella teoria combinatoria dei numeri.

Anche la storia del teorema € interessante e vale la pena di essere riassunta brevemente.
Il matematico olandese Pierre Joseph Henry Baudet (1891-1921) aveva posto la
questione (formulata indipendentemente anche da Issai Schur (Soifer, 2009)) se per
ogni partizione degli interi in due classi, una almeno delle partizioni dovesse contenere
progressioni aritmetiche di lunghezza arbitraria. Questo problema, a prima vista
semplice da risolvere positivamente, si rivelo invece assai piu complicato del previsto.
Van der Waerden racconta in (Van der Waerden, How the proof of Baudet's conjecture
was found, 2009) le discussioni tra lui e due suoi colleghi (Emile Artin e Otto Schreier)
che ebbero luogo ad Amburgo nel 1926 e che lo condussero finalmente alla
dimostrazione della congettura, che pubblico in (Van der Waerden, Beweis einer
BaudetschenVermutung, 1927). Successivamente vennero proposte numerose
semplificazioni e tentativi di arrivare alla soluzione seguendo strade diverse (esistono,
per esempio, dimostrazioni di carattere topologico, ergodico, basate sulla teoria delle
serie di Fourier, ecc.). La dimostrazione in (Kinchin, 1952) é molto trasparente.

In effetti, Van der Waerden ha dimostrato qualcosa di piu della congettura di Baudet.
In primo luogo, seguendo il suggerimento di Schreier, non & necessario decomporre
I’intera sequenza dei numeri naturali per garantire I’esistenza di una progressione
aritmetica di fissata lunghezza I, assegnata arbitrariamente. E sufficiente un segmento
(cioé un insieme di interi consecutivi dellaforma [a, b] = [a,a+ 1,a + 2, ...,a +r =
b)).

In secondo luogo, considera partizioni piu generali (suggerite da Artin) in un numero
finito arbitrario k di sottoinsiemi.
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Premettiamo all’enunciato del teorema di Van der Waerden la seguente definizione.
Definizione 2.1: (Progressione aritmetica)

Dati due interi positivi a e b, si definisce una progressione aritmetica di lunghezza [
una successione della forma a + xb con x € [0, ..., [ — 1].

Il teorema di Van der Waerden si puo formulare nella maniera seguente.

Teorema 2.1 (di Van der Waerden)

Siano k ed [ due numeri naturali arbitrari. Allora esiste un numero naturale n(k, 1)
tale che, se un segmento arbitrario di lunghezza n(k,l) dei numeri naturali viene
partizionato in maniera arbitrari in k classi, (alcune delle quali possono essere vuote),
allora una progressione aritmetica di lunghezza [ appare in almeno una di queste
classi.’

I numeri n(k, 1) definiti nell’enunciato del teorema si chiamano numeri di Van der
Waerden.

Dopo aver discusso alcuni esempi per chiarire il significato dell’enunciato riporteremo
la dimostrazione del teorema di M. A. Lukomskaja (Cfr. (Kinchin, 1952)) che non
differisce nella sostanza da quella originale di VVan der Waerden.

Esempio 2.1:

1. Si consideri la partizione dell’intervallo di interi [1,15] in due classi, che
indicheremo G e B (che possiamo pensare come una colorazione dell’intervallo con
due colori, giallo e blu rispettivamente), determinata dalla seguente tabella:

1 12 (3 |4 |5 |6 (7 |8 |9 |10 |11 |12 |13 |14 |15
G |\B |G |G |B |B |G |G |G |B |[B |[B |G |G |B

G ={1,3,4,7,8,9,13,14}

B = {2,5,6,10,11,12,15}
In B, gli elementi 2, 6, 10 costituiscono una progressione aritmetica di 3 elementi
(2+10,2]-4).
Anche in G c¢’¢ una successione di 3 elementi in progressione aritmetica: 7, 8, 9
(7+1[0,2] - 1).

7 In altre parole, esistono interi positivi a e b tali che, almeno una delle k classi contiene un
sottoinsieme della forma a+xb con x € [0, ..., I — 1].
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Per esercizio, determinare tutte le progressioni aritmetiche di tre elementi in G e B
rispettivamente e verificare che non esistono progressioni aritmetiche di lunghezza 4
in alcuna delle due classi.

2. Si consideri la partizione di [1,8] associata alla colorazione
1 2 3 4 5 6 7 8

Non esistono progressioni aritmetiche di lunghezza 3 in nessuna delle due classi.
Risulta quindi che il numero n(2,3), cioé la lunghezza minima degli intervalli [1, r] di
interi per cui e garantito che ogni partizione in due classi contenga, in almeno una delle
due classi, una progressione aritmetica di lunghezza 3, € maggiore di 8. Verificare che
estendendo la partizione all’intervallo di interi [1,9] in entrambi i possibili modi (cioé
colorando 9 di rosso o di nero) si trovano progressioni aritmetiche di lunghezza tre. In
effetti, si puo dimostrare (con un po’ di pazienza) che n(2,3) = 9.

3. La seguente tabella riporta alcuni risultati noti per i numeri di Van der Waerden®.
KI |1 (2 |3 4 5 6 7 8 9

9 35 178 1132 >3703 >11495 | >41265

27 293 >2173 | >11191 | >48811 | >238400

76 >1048 | >17705 | >91331 | >420217

>170 | >2254 | >98740 | >540025

>223 | >9778 | >98748 | >816981

o O | W DN

1
1
1
1
1

~N| o o AW

Dimostrazione (del teorema di Van der Waerden):

La dimostrazione del teorema nel caso ! = 2 & ovvia. E infatti sufficiente porre
n(k,l) = k + 1. Infatti, se k + 1 numeri sono suddivisi in k classi, allora certamente
almeno una di queste classi contiene piu di un numero. Una coppia arbitraria di numeri
forma una progressione aritmetica di lunghezza 2, cio prova I’enunciato del teorema.
Dimostreremo il teorema per induzione su . Di conseguenza, assumeremo che il
teorema sia valido per un certo numero [ > 2 e per valori arbitrari di k e mostreremo
che conserva la sua validita per il numero [ + 1 (e naturalmente anche per tutti i valori
di k).

Assumiamo dunque che per ogni numero naturale k esiste un numero naturale n(k, l)
in modo che, se un segmento arbitrario di lunghezza n(k,l) dei numeri naturali é

8 (Fiorentini, s.d.), (The online encyclopedia of integer sequences)
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partizionato in maniera arbitraria in k classi, allora esiste in almeno una di queste classi
una progressione aritmetica di lunghezza [.

Dobbiamo quindi dimostrare che, per ogni numero naturale k, esiste anche un numero
n(k,l + 1). Risolviamo questo problema costruendo il numero n(k,l+ 1). Per
raggiungere questo scopo, poniamo:

{ qo=1
ny = n(k,l)

E definiamo i numeri q4, g5, ..., nq, n, COMe segue: se qs_, € ng_, sono definiti per un
qualche s > 0 (s = 1,2 ...) poniamo
= 2n5_1qs_

Une =iy ®
In questo modo, i numeri g, e n, sono definiti per ogni s = 0.
Asseriamo adesso che possiamo prendere il numero q, per n(k,l+ 1). Allora
dobbiamo mostrare che, se un segmento di lunghezza q; dei numeri naturali &
suddiviso in maniera arbitraria in k classi, allora esiste una progressione aritmetica di
lunghezza [ + 1 in almeno una di queste classi. Nel seguito scriveremo per brevita [ +
1=10.
Passo 1: Supponiamo che il segmento 4 di lunghezza q, dei numeri naturali sia
suddiviso in maniera arbitraria in k classi. Diremo che due numeri a e b di 4 sono
dello stesso tipo se a e b appartengono alla stessa classe. In tal caso scriveremo a =~ b.
Due sottosegmenti di 4 della stessa lunghezza, § = (a,a+1,..,a+71) e §' =
(a',a' +1,..,a" +r),sono detti dello stesso tiposea =~ a’,a+1~a' +1,...,a+
r = a' +r. In tal caso scriveremo § = §'. Il numero di possibili tipi differenti per i
numeri del segmento 4 é ovviamente k. Per segmenti della forma (a, a + 1) (dunque
per segmenti di lunghezza 2) il numero di tipi possibili & k2. In generale, per segmenti
di lunghezza m il numero di tipi possibili & k™ (ovviamente non € necessario che tutti
questi tipi compaiano nel segmento A4).
Essendo per la formula (3) g, = 2n4_1q4—1, allora il segmento 4 pud essere visto
come una sequenza di 2n,_, sottosegmenti di lunghezza g, _,. Questi sottosegmenti,
come abbiamo visto, possono avere k k-1 tipi differenti. La meta sinistra del segmento
A adesso contiene n,_; di questi sottosegmenti, dove nj,_; = n(k%-1,1) per la
formula (3). Per il significato del numero n(k9x-1, 1), possiamo affermare® che la meta
sinistra del segmento A contiene una progressione aritmetica di [ di questi
sottosegmenti dello stesso tipo: 44, 4,, ..., 4, di lunghezza q;,_,.

9 Lavorando con i numeri iniziali degli n;_, sottosegmenti.
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Qui per brevita diciamo che segmenti 4; della stessa lunghezza formano una
progressione aritmetica se i loro numeri iniziali formano una progressione aritmetica.
Chiamiamo la differenza tra i numeri iniziali di due segmenti adiacenti della
progressione 44, 4,, ..., 4; la differenza d; di questa progressione. Naturalmente, la
differenza tra i secondi (o i terzi, i quarti ecc.) numeri di due di questi segmenti vicini
e ugualmente d; .

Aggiungiamo adesso a questa progressione di segmenti il termine (I + 1)-esimo: 4,/
(si ricordi che I' = 1 + 1). Questo termine potrebbe trovarsi oltre il limite della meta
sinistra del segmento 4, ma in ogni caso e interamente contenuto in 4.

| segmenti 44, 4,, ..., 4;, 4, di lunghezza q;,_, formano una progressione aritmetica di
lunghezzal’ = | + 1 e differenza d,. In particolare, i segmenti 4,, 4,, ..., 4; sono dello
stesso tipo, mentre non abbiamo nessuna informazione sul tipo dell’ultimo segmento
A;r. Cio completa il primo passo della costruzione.

Passo 2: Prendiamo un termine arbitrario tra i primi [ termini della progressione di
segmenti appena costruita. Sia questo termine 4; , con 1 < i; < [; 4;, € un segmento
di lunghezza q,_,. Procediamo nello stesso modo di quanto fatto per il segmento A.
Essendo qx—1 = 2ny_,qx—, per la formula (3), la meta sinistra del segmento 4; puo
essere vista come una sequenza di n,_, sottosegmenti di lunghezza q;_,. Per
sottosegmenti di questa lunghezza sono ammessi k k-2 possibili tipi. Inoltre, n;_, =
n(k-2,1) per la formula (3). Dunque, la meta sinistra di 4;, deve contenere una
progressione di [ di questi sottosegmenti dello stesso tipo, 4; ;, (1 <i, <1), di
lunghezza q;_,. Sia d, la differenza di questa progressione (ossia la distanza tra i
numeri iniziali di segmenti adiacenti). A questa progressione di segmenti aggiungiamo
il termine (I + 1) —esimo 4;_,, del cui tipo ovviamente non sappiamo nulla.
Il segmento A; ; non appartiene necessariamente alla meta sinistra del segmento 4, ,
tuttavia deve ovviamente appartenere al segmento 4, .
Ripetiamo la nostra costruzione, che finora abbiamo eseguito solo sul segmento 4, ,
in modo analogo per tutti gli altri segmenti A; (1 <i; < I').
Otteniamo cosi un insieme di segmenti A; ;. (1 <i; < 1,1 < i, < I') con due indici.
E chiaro che due segmenti arbitrari di questo insieme con indici che non superino I
sono dello stesso tipo:
Aiyi, = Dyryy (1< iy, ipig iy <)
Passo k: Senza dubbio questo procedimento puo essere continuato. Iteriamo k volte il
procedimento eseguito. | risultati della nostra costruzione dopo il primo passo erano
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segmenti di lunghezza q;_, ; dopo il secondo passo si hanno segmenti di lunghezza
qx-> €cc. Dopo il k-esimo passo, i risultati della costruzione sono segmenti di
lunghezza g, = 1, cioe semplicemente numeri del nostro segmento di partenza A.
i (1< iy, 0, i 1.
Peri<s<kel<iy..,lglij, .. ic <l abbiamo

Aiiyig = Ay i (4)

i1i5..0g

Denotiamo questi segmenti come prima con 4; ;,

Facciamo adesso due osservazioni che sono importanti per il seguito.
1) Nellaformula(4),ses < keseig,q,is42, -, L SONO indici arbitrari presi dalla

sequenza 1,2, ...,1,1', allora il numero A; .igig+1..i; appare all’interno del

1i2-
segmento A; ; nella stessa posizione in cui appare il numero Ai{i;...igisﬂ...ik
nel segmento Ayt it Poiché per la formula (4) questi due segmenti sono dello

stesso tipo, segue che:
A iy igigroiy = Ailil i, g Q)
€1 <iq, g iy, it <101 Sigp,igip o ix <l (1<s<k).

2) Per s<keig=ig+1, A e A  SONO Ovviamente segmenti

1"'iS—1iS ll---iS—liS

adiacenti al passo s della nostra costruzione. Percio per indici arbitrari
lgy1y -y Lg, 1 NUMeEr A; e A

posizione in due segmenti adiacenti di questo tipo, cosi che (indicando con ig =

appaiono nella stessa

1'"iS—1iSiS+1'"ik 1...is_1i’5is+1...ik

is+1)

—4 = d; (6)

l1...lg—qlglg4q---lg l1...lg—1lslg41 .-l

Siamo ora vicini al nostro scopo. Consideriamo i seguenti k + 1 numeri del segmento
A:

ap = Aypr.v

a; = Ay

a; =4y, y (7)

ar = 4111..1

Poiché il segmento A é stato suddiviso in k classi, e abbiamo k + 1 numeri nella (7),
allora due di questi numeri che appartengono alla stessa classe.
Siano questi numeri a,- e a; (r < s), in modo che

Ay qv. =4 400 (8)
S
r k-r s k-s
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Consideriamo gli [ + 1 numeri

=4 1iar.0 1=<isl) %)
i

r sr ks
| primi [ numeri di questo gruppo (ossa quelli con i < [) appartengono alla stessa
classe per la formula (5). L’ultimo numero (quello con i = [) & per la formula (8) dello
stesso tipo del primo. Di conseguenza, che tutti gli I + 1 numeri in (9) sono dello stesso
tipo. Per provare la nostra asserzione dobbiamo solo mostrare che questi numeri
formano una progressione aritmetica, ovvero che la differenza c;;; —¢; (1 <i <)
non dipende dall’indice i. Indichiamo i + 1 = i’ per brevita. Definiamo

Cim =81 14 i it O0=sm<s-—r)
i e i

r m s-r-m k-s

In questo modo c¢; o = ¢; € ¢;5_r = C;41. Pertanto:

S—=r

Ciy1 — C = Z (Cim — Cim-1)

Per la (6) abbiamo

Cim — Cim-1 = Ay gy itiir —Dai iy = Arim
L L e N
m

s-r-m k-s r m-1 s-r-m+1 k-s
Quindi la differenza

Ciy1 — Ci = dpyq +dypip + - ds

Essa € dungue indipendente da i, il che completa la dimostrazione della nostra
asserzione.

Osservazione 2.1:

Ogni partizione degli interi in due classi equivale a una sequenza binaria. 1l teorema
di Van der Waerden implica quindi che in ogni sequenza binaria si possono trovare
progressioni aritmetiche dello stesso simbolo (zero o uno) di lunghezza qualsiasi. In
altre parole, ogni sequenza binaria, per quanto complessa possa apparire, contiene
progressioni aritmetiche di simboli uguali (che possiamo pensare come sottoinsiemi
regolari) di lunghezza qualsiasi.
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Attivita con la calcolatrice grafica

E possibile realizzare in classe diverse attivita legate al teorema di Van der Waerden.
Lo scopo é quello di rendere comprensibile I'enunciato a studenti delle scuole superiori
e stimolare I'interesse nel problema.

a) Determinare la lunghezza massima delle progressioni aritmetiche di elementi
dello stesso colore che si possono individuare nella sequenza

1/2(3}4|(5|6|7(/8]9]10(111|12|13|14|15|16|17|18|19]|20

b) Utilizzando la notazione introdotta nella definizione 2.1 (cfr. p.16), scrivere la
formula generale della progressione:

c) Siriporta la tabella:
112|3|4|5/6(7|8|9|10(11|12|13|14|15|16|17|18|19|20

Si richiede di svolgere le seguenti consegne:

1. Riempire a piacere la tabella utilizzando i simboli B, N (bianco e nero). Ogni
casella deve contenere un solo simbolo.

2. Trovare una progressione aritmetica di 2 elementi in uno dei due colori.
Trovare una progressione aritmetica di 3 elementi in uno dei due colori. Si
riesce a trovare una progressione aritmetica di 4 elementi?

Considerare la tabella dalla colonna 1 alla 9. E possibile trovare ancora
progressioni aritmetiche di lunghezza 2? e di lunghezza 3?

3. Realizzare unatabella analoga alla precedente e riempirla con i simboli B, N, R
(bianco, nero, rosso).

Trovare una progressione aritmetica di due elementi. E possibile trovarne una
di 3?

4. Si consideri la tabella con 34 caselle, di seguito riportata. Riempire la seconda
riga della tabella con i simboli B e N (bianco e nero) in modo che la pit lunga
progressione aritmetica in uno dei colori sia piu corta di quella di quella degli
altri compagni.

314 |5(6|7 |8 9|10|11 |12(13|14 (15|16 |17 |18|19 |20 |21 (22|23 |24 25 (26 |27 |28 |29 |30 (3132

33

34
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Con la calcolatrice grafica e possibile realizzare un programma capace di calcolare la
lunghezza massima di una progressione di elementi dello stesso colore in una Lista.
| colori attribuiti alla sequenza finita sono due e sono rappresentati dai simboli 0 ed 1.

| valori 0 ed 1 della Lista 1 possono essere assegnati manualmente.

Passo #1 B
List 1 | List 2 | List 3 | List 4
In modalita Statistics (2), inserire gli SUB
elementi nella Lista 1. Procedere come 1
illustrato in (F.Bologna). g ?
Una volta inseriti gli elementi della lista, a 0

tornare al menu principale con il tasto

(WENU) (2,4).

1
LW EDIT |[DELETEMEIEB(NSERTI B> ]

Passo #2 E[2a)
Program Name
Per realizzare un programma, accedere [VDW
alla modalita Program (B).
Selezionando il tasto (F3) (1,3) (NEW)
digitare il nome del programma: “VDW".
Per iniziare a digitare il programma,
selezionare il tasto (9,5). [IF=<H|SYMBOL
Passo #3 E
Per realizzare il programma VDW & 1;01{ ) 1-|_>T To (Dim List l
necessarl.o rl.portare sulla caIcoIa.trlce i For 1-1 To Dim List 1
comandi in figura. Il programma illustrato —Te
calcola la lunghezza di una progressione I>Je
aritmetica di elementi con lo stesso 1->Ce¢

simbolo della forma a+Tb per ogni T
minore della dimensione della lista. Per
eseguire un simile calcolo sono utilizzati

due differenti cicli For: il pili esterno = VDW %P
consente di far variare il valore di T; il piu WI]‘-IE v.lI'eFT:f ])-‘(EISt 1[J]=List
interno serve a scorrere gli elementi della C+1-Ce

lista. J+T->J¢

Il comando per realizzare il ciclo For si
trova all’interno del menu PRGM,

(sHFT) (1,2) (RS (2,3) nella sezione
COMMAND [F1)(1,1); il comando DimList
si trova nel menu 0PN (2,2), all’interno
della sezione LIST (F1)(1,1).

RRTIISEARCH MENU CHAR ]

If ((J+T)>Dim List 1)
o
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La variabile C, inizialmente inizializzata ad
1, serve da contatore per la lunghezza
della progressione.

All'interno del ciclo While (menu PRGM,
(sHFT) (1,2) (&RS) (2,3); sezione COMMAND
(F1)(1,1)) siincrementa C a C+1 finché &
verificata la condizione che due elementi,
che differiscono di T, hanno lo stesso
valore.

Il ciclo if (menu PRGM, [sHFT)(1,2)

[vaRg) (2,3), sezione COMMAND [F1)(1,1))
controlla che non si considerino elementi
fuori da quelli della Lista 1. Al suo interno
¢ a tale scopo riportato il comando break
(PRGM [sHiFT) (1,2) (RS) (2,3), sezione
CONTROL (F2)(1,2)) che interrompe
I'esecuzione del ciclo For pili interno.
Nella Lista 2 sono salvate le lunghezze
delle progressioni aritmetiche calcolate
per ogni T (ad ogni esecuzione del ciclo
For sono sovrascritti i valori).

Il comando Max che si trova all’interno
del menu [PTN) (2,2)LIST[F1)(1,1), calcola il
massimo elemento della Lista 2 (ossia la
progressione pil lunga calcolata per ogni
T). Il valore calcolato viene assegnato alla
Lista 3.

Il programma stampa a video il valore
massimo della Lista3, corrispondente al
numero di elementi presenti nella
progressione aritmetica piu lunga

contenuta nella Lista 1.

Then ¢

Breake¢

IfEnd¢

WhileEnd¢

C-»List 2[I1¢

Nexte |
(V=N GRNY|SEARCH] MENU /IEX=FN| CHAR
B

= VDW =—
Nextée

Max(List 2)->List 3I[T]
él

Nexté¢
Nax(List 3)¢
(V= ON][SEARCH] MENU JIFXERN| CHAR

In modalita Stastistics (2) & possibile visualizzare i valori memorizzati nella Lista 3.
Ogni valore indica la lunghezza della massima progressione aritmetica individuata

negli elementi della Lista 1 per il corrispondente valore T.

Programmi di questo tipo sono poco efficienti ed hanno un costo computazionale
elevato. Il motivo per cui sono stati inseriti € perché hanno un interesse didattico: lo

studente ha in questo modo un ulteriore strumento di comprensione.
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1.3 La macchina di Turing®

Una macchina di Turing &€ un modello di calcolo che definisce una macchina astratta
la quale manipola simboli su un nastro secondo una tabella di regole. Fu descritta per
la prima volta nel 1936 dal matematico inglese Alan Turing.

Alan Mathison Turing (1912- 1954)*!

Nato a Londra il 23 giugno 1912, cresce in Inghilterra, lontano dai genitori: il padre
lavorava come membro britannico del Servizio Civile in India.

Fin dai primi anni di studio nella scuola pubblica, dimostra un particolare interesse per
le discipline scientifiche, approfondendole spesso autonomamente.

Il preside della Sherborne School, frequentata da Turing a partire dal 1926, afferma a
riguardo:

"deve mirare a diventare istruito. Se deve essere solo uno specialista scientifico, sta
sprecando il suo tempo in una scuola pubblica.”

Entrato nel King's College di Cambridge nel 1931, inizia qui ad interessarsi alla logica
matematica. Nel 1936 pubblica On Computable Numbers, l'articolo in cui viene
introdotta la celebre "Macchina di Turing".

A seguito dello scoppio della Seconda guerra mondiale, inizia a collaborare con la
Government Code and Cypher School cercando un sistema per decodificare la
macchina della marina tedesca Enigma.

A seguito della condanna per violazione degli statuti dell'omosessualita nel 1952, sono
messe in discussione le sue collaborazioni ancora in corso con i servizi segreti.

Alan Turing muore due anni dopo, nel 1954. La causa della morte € dovuta ad
avvelenamento da cianuro di potassio, probabilmente auto-somministrato e trovato in
una mela morsa accanto al suo corpo.

Grazie ai suoi studi pionieristici collegati alla calcolabilita, Turing fu eletto membro
della Royal Society di Londra nel 1951.

Una macchina di Turing e caratterizzata dalle seguenti proprieta:
e Possiede un nastro di lunghezza infinita suddiviso in celle ognuna delle quali
puod contenere uno ed un solo simbolo di un alfabeto fissato.
e E dotata di una testina di lettura e scrittura munita di un cursore in grado di
muoversi lungo il nastro.

10 (Volchan, Gennaio 2002), pp. 49-50
11 (Mac tutor, s.d.)
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e Possiede una CPU (unita di controlllo) composta da un registro di stato e da un
programma con le istruzioni che essa deve eseguire. Ogni istruzione ha la
forma {q,s} - {q',s’,m}. Se la testina legge nella casella in cui viene
posizionata il simbolo s trovandosi nello stato g, deve cambiare il proprio stato
a q’, deve sostituire il simbolo s con il simbolo s’ e deve spostarsi secondo il
movimento m che puo essere il movimento alla casella immediatamente a
destra di quella in cui si trova oppure il movimento alla casella
immediatamente a sinistra di quella in cui si trova.

Indichiamo con X I’insieme dei simboli forniti in input alla macchina e con S I’insieme
dei simboli che possono essere sostituiti dalla testina.

L’insieme dei possibili stati in cui la macchina puo trovarsi € indicato con Q =
{40, .., q;} dove lo stato iniziale & g, mentre lo stato finale & g.

Come abbiamo gia detto, il funzionamento di una macchina di Turing puo essere
sintetizzato affermando che ogni passo consiste nell’esecuzione di una quintupla
(g,s;q',s',m), dove q in Q ¢ lo stato corrente e s in S ¢ il simbolo scansionato; q' €
Q ¢ lo stato in cui si trova la macchina dopo I’esecuzione mentre s’ € S & il simbolo
che viene stampato nella casella del nastro infinito. Il parametro m determina lo
spostamento (a sinistra o a destra) del cursore alla casella successiva, m € {L, R}.
Una macchina di Turing puo essere descritta graficamente da un diagramma del tipo
seguente:

0,0/L

Questa macchina ha 6 stati q,, ..., g5 e un alfabeto di 4 simboli, 0, B, C, X.

Assumendo che la macchina sia inizialmente nello stato g, e che la testina venga posta

nella seconda cella da sinistra del nastro contenente i simboli
B,0,0,C,0,0,0,B,B,B, ..
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seguendo le istruzioni codificate dal diagramma, trasforma la sequenza in
B,X,X,B,0,0,0,0,0,B,B,B, ..
Interpretando nel nastro, una successione di simboli “O” come rappresentazione unaria
di un numero e “C” come simbolo di separazione di due numeri, il primo segmento del
nastro codifica la coppia di interi 2 e 3 mentre il secondo segmento la coppia 5.
L’effetto della macchina é quello di sommare i due numeri dati inizialmente. La stessa
macchina agisce come addizionatore di due numeri qualsiasi, codificati in base unaria
nel tratto iniziale e separati dal simbolo “C”.
Il software Mathematica permette I’implementazione di una macchina di Turing in
maniera molto semplice e didatticamente efficace, che ci permette di implementare
I’addizionatore con le istruzioni seguenti (dove abbiamo codificato lo stato finale gs
come HALT per rendere piu agevole la lettura dell’output). La lettura del listato
dell’output permette di seguire passo a passo le operazioni della macchina di Turing.

Macchina di Turing per la somma
Stati: "q0", "q4","HALT"

Simboli "O", "X", "C", "B".
Movimenti 1(R), -1(L)

In[1]:= rules = {
{"q0", "0"} > {"a1", "X", 1},
{"q1","0" -> {"q1", "0", 1},
{"q1", "C"} > {"q2", "C", 1},
{"q2","0" -> {"q2", "0", 1},
{"q2","8"} ->{"g3", "0", -1},
{"g3", "0"} > {"g3", "0", -1},
{"g3", "C"} > {"q4", "C", -1},
{"qa","0"} -> {"q4", "0", -1},
{"q4", "X"}->{"q0", "X", 1},
{"q0", "C"} -> {"HALT", "B", 1}
12

In[2]:: TuringMaChir\E[rmeS, {{”qo“, 2}' {{"B", "O", "O", llCll, IIOIII IIOII' IIOII' IIBII}'
IIB“}}' 28]

Out[2]={

{{"q0", 2, 0}, {"B", "O", "O", "C", "o", "0", "0", "B", "B"}},
{"q1", 3, 1}, {"B", "X", "O", "Cc", "O0", "O", "O", "B", "B"}},
{{"q1", 4, 2}, {"B", "X", "O", "Cc", "0", "0o", "0", "B", "B"}},
{{"qg2",5, 3}, {"B", "X", "0O","c", "o", "o", "o", "B", "B"}},
{{"q2", 6, 4}, {"B", "X", "O", "Cc", "O", "O", "O", "B", "B"}},
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{"g2",7,5},{"B", "X", "0", "Cc","0", "o", "o", "B", "B"}},
{{"q2", 8, 6}, {"B", "X", "O", "Cc", "O0", "Oo", "0", "B", "B"}},
{{"g3", 7,5}, {"B", "X","0", "c", "0", "O", "0", "0", "B"}},
{{"a3", 6, 4}, {"B", "X", "O", "C", "0", "O", "0", "0", "B"}},
{{"q3",5, 3}, {"B", "X", "O", "c", "o", "o", "o", "0o", "B"}},
{{"g3", 4, 2}, {"B", "X", "O", "C", "O0", "O", "0", "0", "B"}},
{{"q4", 3, 1}, {"B", "X", "O", "C", "0", "o", "0", "0","B"}},
{{"q4", 2, 0}, {"B", "X", "O", "Cc", "0", "0", "0", "0","B"}},
{{"q0", 3, 1}, {"B", "X", "O", "C", "O0", "0o", "0", "0","B"}},
{{"q1", 4, 2}, {"B", "X", "X", "c", "0", "0", "0", "0","B"}},
{{"qg2",5, 3}, {"B", "X", "X","c", "o", "o", "0", "0","B"}},
{{"q2", 6, 4}, {"B", "X", "X", "C", "0", "0", "0", "0","B"}},
{"g2",7,5},{"B", "X", "X","c", "o", "o", "0", "0","B"}},
{{"q2", 8, 6}, {"B", "X", "X", "c", "0", "0", "0", "0","B"}},
{"q2",9, 7}, {"B", "X", "X", "c", "o", "0", "0", "0","B"}},
{{"q3", 8, 6}, {"B", "X", "X", "Cc", "0", "0", "0", "0","0"}},
{{"q3", 7,5} {"B", "X", "X","c", "0", "0", "0", "0","0"}},
{{"a3", 6, 4}, {"B", "X", "X", "C", "0", "0", "0", "0","0"}},
{{"q3",5, 3}, {"B", "X", "X","c", "0", "0", "0", "0","0"}},
{{"q3", 4, 2}, {"B", "X", "X", "c", "0", "0", "0", "0","0"}},
{{"q4", 3, 1}, {"B", "X", "X", "C", "0", "0", "0", "0","0"}},
{{"q0", 4, 2}, {"B", "X", "X", "c", "0", "0", "0", "0","0"}},
{{"HALT", 5, 3}, {"B", "X", "X", "B", "O", "O", "0", "0","0"}},
{"HALT", 5, 3}, {"B", "X", "X", "B", "O", "O", "O", "0","0"}}
}

Una descrizione dettagliata di una macchina di Turing per la somma verra data
nell’esempio 3.2 a p. 31.12

Osservazione 3.1:
Il numero delle macchine di Turing con s stati e k elementi dell’alfabeto & (2sk)S* e
quindi le macchine di Turing sono un insieme infinito numerabile.

Definizione 3.1:
Si definisce una Macchina universale di Turing come una macchina in grado di
simulare il comportamento di qualsiasi altra macchina di Turing.

12 T a macchina di Turing descritta nell’esempio 3.2 ¢ differente dalla macchina appena introdotta,
nonostante il meccanismo seguito sia simile. Cio mette in luce come, una stessa funzione calcolabile
(ossia una funzione implementabile con una macchina di Turing, cfr. p. 35), possa essere realizzata
con macchine di Turing differenti.
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Definizione 3.2:

Sia fornita una stringa x € X*in input alla macchina di Turing TM.

Se la macchina raggiunge lo stato finale g, la computazione si arresta e I’output € la
stringa TM(x) in Z*. In tal caso diremo che la computazione converge. Se la
computazione non si arresta, diremo che diverge.

Attraverso i prossimi esempi & illustrato il funzionamento di una macchina di Turing.*®

Esempio 3.1: complemento bit a bit 14

La macchina costruita in questo esempio € in grado di compiere il complemento bit a

bit di una stringa fornita in input.

Sia w € £* una stringa fornita in input, ’output T(w) € una stringa di lunghezza

|T(w)| = |w]. I simboli di T(w) sono ad uno ad uno complementari ai simboli di w.

Si consideri I’insieme degli stati Q = {q,, g1, 9>} con stato iniziale g, e stato finale q,.

E possibile riassumere le operazioni compiute dalla macchina di Turing T come segue:

1) Inizialmente la testina di lettura e scrittura e posizionata sulla prima casella non
vuota a partire da sinistra. Se allo stato g, la testina legge il simbolo O (oppure
il simbolo 1), la macchina rimane nello stato q,. Il simbolo letto viene
sovrascritto con il suo complementare (dunque rispettivamente con 1 oppure
0) e la testina di lettura e scrittura si sposta verso destra. Nel caso in cui allo
stato g, venga letto il carattere speciale @, lo stato della macchina viene
aggiornato a q,, la testina stampa lo stesso simbolo @ e compie uno
spostamento verso sinistra.
2) Se latestina nello stato g, legge i simboli 0 0 1, la macchina rimane nello stato

q1, 1 simboli letti rimangono invariati e la testina compie uno spostamento
verso sinistra. Se il simbolo letto &€ @, lo stato della macchina é aggiornato a
q., il simbolo @ rimane invariato e la testina compie uno spostamento verso
destra.

Il funzionamento della macchina di Turing puo essere pertanto riassunto nel seguente

modo: quando la macchina si trova nello stato q,, la testina scorre la stringa ricevuta

in input e, leggendo i simboli in ogni casella, li sovrascrive con il simbolo loro

complementare. Nello stato g, le istruzioni fanno scorrere la testina verso destra lungo

il nastro fino a tornare alla posizione iniziale. Una volta raggiunta la posizione iniziale,

13 In alcuni casi & conveniente considerare una classe ristretta di macchine di Turing: le macchine prive
di prefisso. Si parlera di questa classe di macchine nel capitolo 3, cfr. p.95.
14 (Grossi), pp. 10-13.
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lo stato della macchina viene aggiornato allo stato finale g, e I’esecuzione si arresta.
Si sta supponendo che I’input fornito sia corretto.

E possibile sintetizzare il funzionamento di una macchina di Turing attraverso
un’opportuna tabella, che prende il nome di matrice funzionale di Turing.

Come vedremo, stabilendo un’opportuna codifica per le istruzioni, e possibile
associare una stringa binaria ad una macchina di Turing.

Le tabelle di seguito riportate forniscono una possibile codifical® dei simboli necessari
ad illustrare il funzionamento di una macchina di Turing.

Codifica dei simboli sul nastro:®

So 1
S1 11
S, 111
Sn 1n+1
@ 1n+2
Codifica deqli stati:
do 1
a1 11
qf 1n+2

Codifica deqgli spostamenti:
L 1
R 11

I simboli L, R indicano rispettivamente lo spostamento a destra e a sinistra della testina
di lettura e scrittura.

15 (Frantechi)
16 |l simbolo di potenza in questo caso indica la concatenazione di simboli 1.
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Utilizzando la codifica introdotta e facendo riferimento all’Esempio 2.1 (Cfr. p. 29) é
possibile sintetizzare il funzionamento della macchina di Turing per il complemento
bit a bit con la seguente tabella.

(G0,0) | (g0, LR) | 1 0 1 0 0] 1120 ] 11
(G0, 1) | (q0,0,R) | 1 0| 11 | 0 0 1 0 | 11
(90, @) | (1, @,L) | 1 0 [111 | 0 | 11 [ 0 [ 112 | O
(q,0) | (qg,0,L) | 11 | © 1 0| 11| o0 1 0
(1) | (qgu,1,L) | 12 | 0 | 11 | 0 | 11 [ 0 | 11 | ©
(g, @) | (g, @,R)| 11 | 0 [ 112 ] 0 [112 | 0 [112 | 0 | 11

Per quanto stabilito, i simboli s; = 0, s, = 1, s3 = @ sono codificati rispettivamente
con: 1;11; 111.

Le prime due colonne contengono le istruzioni della macchina. La parte della tabella
evidenziata in grigio prende il nome di matrice funzionale di Turing. Essa contiene le
istruzioni nella codifica stabilita. Si assume la convenzione che ogni colonna
contenente informazioni sia separata dalle altre da una colonna di simboli 0.

Esempio 3.2: somma di due interi positivi

E possibile calcolare la somma di due interi non negativi definendo un’opportuna

macchina di Turing. Si stabilisce di rappresentare un qualsiasi naturale positivo x con

la concatenazione di x + 1 simboli 1. Ad esempio, il numero 2 € indicato con 111.

Si assume che, sul nastro, siano inseriti in input i due numeri che si devono sommare,

separati dal simbolo 0.
T O 0 I A R

Figura 1 Nastro prima dell'azione della macchina di Turing per calcolare 2+4

Il funzionamento della macchina di Turing puo essere sintetizzato come segue:

1) Allo stato q, la macchina esegue le istruzioni che consentono alla testina di

collocarsi sulla casella contenente il primo valore non nullo a partire da
sinistra, messo in evidenza nella Figura 1).
Per raggiungere tale scopo, le istruzioni che la macchina deve eseguire allo
stato g, sono le seguenti: se viene letto il simbolo @, la macchina rimane nello
stato q,, la testina restituisce il simbolo @ e compie uno spostamento verso
destra. Se il simbolo letto € 1, lo stato della macchina viene aggiornato a q;,
la testina stampa il simbolo 1 e compie uno spostamento verso destra.

2) Nello stato q; la macchina scorre la lista fino a raggiungere il simbolo 0 che
separa i due numeri, sostituendolo con il simbolo 1.
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Nel dettaglio, le istruzioni sono le seguenti: se la testina legge il simbolo 1, la
macchina rimane nello stato q,, la testina stampa il simbolo 1 e compie uno
spostamento verso destra. Se viene invece letto il simbolo 0, lo stato viene
aggiornato a q,, la testina restituisce il simbolo 1 e compie uno spostamento
Verso sinistra.

3) Negli stati successivi la macchina contiene le istruzioni che consentono alla
testina, una volta tornata alla prima casella non nulla da sinistra, di cancellare
I primi due elementi alla sua destra (che per costruzione esistono) sostituendoli
con il simbolo @. Cio completa I’esecuzione della macchina.

elejoe|if1]1]1]1]1]1]1]1]@]0]@

Figura 2 Passaggio intermedio nei calcoli della somma 2+4. La macchina ¢ allo stato g2

Di seguito riportiamo nel dettaglio le istruzioni eseguite dalla macchina:

a) Allo stato g, la testina torna alla posizione iniziale. Per fare cio, se la
testina legge il simbolo 1, lo stato viene mantenuto invariato a g, ; la testina
restituisce il simbolo 1 e compie uno spostamento verso sinistra. Nel caso
in cui il simbolo letto e invece @, lo stato e aggiornato a g5 e la testina,
dopo aver stampato nuovamente il simbolo @, si sposta verso destra.

b) Se la testina allo stato g5 legge il simbolo 1, lo stato viene aggiornato a
q4, latestina scrive il simbolo @ e compie uno spostamento verso destra.

c) Analogamente allo stato precedente se la testina nello stato g, legge il
simbolo 1, la macchina aggiorna il suo stato allo stato finale gs, la testina
scrive il simbolo @ e compie uno spostamento verso destra.

elejejeje|1]i1]1]t]|1]1]1]@|0@]@

Figura 3 Nastro al termine dell'esecuzione della somma 2+4. La testina si trova sul numero evidenziato.

Negli stati g5 e g, per costruzione non € possibile che la testina legga il simbolo @.
Se cio accadesse, significherebbe che I’input inserito non é corretto. La macchina non
contiene le istruzioni da eseguire in un simile caso e non arriva a terminare il calcolo
allo stato finale gs.!’

17 E possibile costruire una macchina di Turing che consente di stabilire se una particolare stringa puod
essere accettata come input dalla macchina di Turing qui descritta per calcolare la somma di due interi
positivi (Cfr. (Grossi), p. 14).

32



Mantenendo la codifica dei simboli proposta a p. 30, € possibile rappresentare la
macchina di Turing per la somma di due interi positivi con la seguente tabella.

(G0 @) | (q0,@,R)| 1 | 0 | 111 | O 1 0111 [0 ]| 11
Gl | @LRY | 1 |0 ] 11 |0 11 0 11 [0]| 11
(q,0) | (g, 1,L) | 11 |0 | 1 | 0| 1112 |0 | 11 [ O 1
(gD | (gL,R) | 11 |0 | 11 | O 11 0 11 [0o] 11
(g, @) | (g @,R) | 111 | 0 [ 112 | 0 | 2221 | 0 | 111 | 0 | 11
(g»1) | (g1,L) [ 112 [0 | 212 |0 | 1222 [0 | 11 | O 1
(g1 | (g, @R) [ 1112 | 0 | 11 | 0 | 11111 | 0 | 111 | O | 11
(g, 1) | (gs,@,R) [ 1112 | O | 11 | 0 [111121]| 0 | 111 | O | 11

Utilizzando la codifica a p. 30 e riferendosi alle matrici funzionali di Turing e possibile
tradurre le macchine costruite negli esempi 3.1 e 3.2 in stringhe binarie.

Nella matrice funzionale si e assunta la convenzione che ogni informazione codificata
deve essere separata dalle altre con il simbolo 0.

Ogni riga della matrice funzionale deve essere separata dalle altre dal simbolo 00. La
stringa di codifica della matrice deve iniziare e concludersi con i simboli 000.
Riferendosi all’esempio 3.1, la stringa binaria che rappresenta la macchina di Turing
descritta dalla matrice funzionale a p. 31 é:

00010101011011001011010101100101110110111010011010110101001101101101
1010011011101110111011000

Fornendo alla macchina di Turing T la stringa binaria in input w= 101, la stringa
binaria generata in output T (w) é dunque:

00010101011011001011010101100101110110111010011010110101001101101101
1010011011101110111011000101

Con le macchine di Turing sull’alfabeto “0”, “1” e possibile trasformare ogni sequenza
binaria (per esempio quella di tutti 0) in infinite nuove sequenze. Queste sequenze
formalizzano I'idea di stringa binaria costruita con "regole di costruzione™ o, piu
precisamente, con "funzioni calcolabili”, nel senso precisato nel paragrafo successivo.

Poiché le sequenze binarie sono una infinita non numerabile mentre le macchine di
Turing sono solo una infinita numerabile, la maggior parte delle sequenze binarie non
possono essere costruite in maniera algoritmica.
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1.4 Funzioni computabili

A livello intuitivo, una funzione computabile € una funzione f: N — N per la quale
esiste un algoritmo che consente di calcolare il valore di f(n) per ogni n nel dominio di
f.

Per algoritmo si intende qui una lista finita di istruzioni non equivocabili che, se
seguite passo per passo, consentono di arrivare al risultato desiderato.® Esempi di
funzioni computabili sono tutte quelle per cui si pud scrivere un programma con un
linguaggio di programmazione.

Esempio 4.1:

La funzione f(n) = X[~ i & una funzione computabile.

Di seguito e riportato un programma implementato con la calcolatrice grafica che
consente di calcolare il valore di f(n).

Passo #1
In modalita Program (B) selezionare il ]
tasto (F3) (1,3) (NEW) e digitare il nome =—— FUNCOMP =———
del nuovo programma: “FUNCOMP”. gjgﬁ
In figura sono riportate le istruzioni che F
or 1>1 To N¢
devono essere inserite. S+1-°8«
Il programma prende in input il valore N Nextd
tramite il comando ? che si trova nel 5S¢ l
menis PRGM ( (G (1,2) (@85 (2,3)). (> ]

Dopo aver inizializzato a 0 la variabile S,
sono calcolate le somme S dei primi N
interi all'interno di un ciclo For ([sHF)(1,2)
[vRs) (2,3), COMMAND). Terminate le
istruzioni che devono essere eseguite nel
ciclo & inserito il comando Next

([stiFT) (1,2) (&RS) (2,3), COMMAND). Infine,
viene stampato a video il valore S=

fm) =30, i.

Usando il linguaggio di programmazione della calcolatrice grafica si possono cosi

fornire numerosi esempi di funzioni computabili.

Con riferimento alle macchine di Turing é possibile fornire una definizione formale di
funzione computabile.

18 (Volchan, Gennaio 2002), p. 49
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Definizione 4.1 funzione computabile

Sia e: {0,1}" = N la codifica che consente di tradurre una rappresentazione di una
stringa binaria in un intero n.

Una funzione parziale f: N — N é detta di Turing computabile se esiste una macchina
di Turing TM tale che, per ogni n nel dominio di f, esiste un input w in {0,1}* con
n = e(w) per il quale la macchina si arresta e tale che I'otuput TM (w) soddisfi f (n) =
e(TM(w)).

Se la macchina si arresta per ogni input, diremo che la funzione computata € ricorsiva
totale.

Teorema 4.1
L’insieme delle funzioni computabili di Turing (parziali) € un sottoinsieme numerabile

dell’insieme non numerabile di tutte le funzioni parziali da N a N19,

Esistono altri modi per definire una funzione computabile, come ad esempio il lambda
calcolo di Church, le funzioni ricorsive generali di Kleene, gli automi di Post e gli
algoritmi di Markov.

Si tratta di nozioni apparentemente distinte ma in realta del tutto equivalenti. Esse
definiscono tutte lo stesso insieme di funzioni, ossia le funzioni computabili o
parzialmente ricorsive.

La celebre Tesi di Church-Turing afferma che:

La classe delle funzioni numeriche computabili (in senso intuitivo) coincide con la
classe di funzioni computabili di Turing.

Come abbiamo gia ricordato nella sezione precedente, le sequenze binarie costruite
con regole di costruzione (cioé prodotte da Macchine di Turing, secondo la tesi di
Church Turing) non esauriscono tutte le sequenze binarie?,

19 (Volchan, Gennaio 2002), p. 51.
2 Invece, l'insieme delle stringhe binarie costruite con regole di costruzione esaurisce l'insieme di tutte
le stringhe binarie X*. Dunque, ogni stringa binaria é costruibile a partire da una Macchina di Turing.
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Capitolo 2

Fenomeni aleatori

Nel capitolo precedente abbiamo considerato algoritmi per la produzione di stringhe e
sequenze binarie. E molto comune incontrare stringhe prodotte da fenomeni aleatori.
E sufficiente codificare con 1 1’osservazione di un esito ben determinato in un
esperimento aleatorio ripetibile (come il lancio di una moneta) e con 0 la mancata
osservazione. Per esempio:

Esperimento aleatorio ripetuto Esito osservabile

Lancio di una moneta Esce testa

Osservazione metereologica giornaliera | Oggi piove

Osservazione dei tabellini delle partite di | E stato segnato almeno un goal nei primi
serie A. cinque minuti di gioco

Osservazione di chi attraversa una | Attraversa una femmina

determinata porta

Come affermava il grande matematico francese Emile Borel (1871-1965): "Qualunque
sia il progresso della conoscenza umana, ci sara sempre posto per l'ignoranza, e
dunque per il caso e per la probabilita"

Fin dall’antichita I’attenzione a comprendere se esistono e quali sono le regole generali
che governano alcuni semplici fenomeni aleatori, come per esempio quelli collegati ai
giochi d’azzardo, si € legata strettamente alla ricerca di regolarita nelle sequenze delle
osservazioni. D’altra parte, queste regolarita si sono dimostrate molto elusive da
cogliere e da governare e le proprieta presunte, sulla base di un “buon senso” che si
rivela spesso fallace, sono state fonte di continui dolorosi fraintendimenti.

E possibile fornire numerosi esempi a riguardo tra cui quello del fallimento dello
scommettitore, legato alla falsa convinzione che, dopo una serie di partite
consecutivamente perse al lancio della moneta o del dado, € altamente probabile che
segua una successione di partite vinte (0 viceversa).?? Simili credenze si manifestano

21 (Borel), pp 12-13
22 (Ross, 2003)
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tra i giocatori del Lotto, nel momento in cui viene assunto che i “numeri ritardatari”
su una certa ruota abbiano una maggiore possibilita di uscire nelle estrazioni
successive rispetto ad altri.?,

Uno dei principali nodi critici relativi all’insegnamento/apprendimento della
probabilita riguarda la necessita e la difficolta di coltivare 1’intuizione probabilistica.
La quasi assoluta mancanza di essa si manifesta, tra I’altro, nel gran numero di
situazioni paradossali che continuano a confondere gli studenti (e non solo). Al fine di
facilitare I’insegnamento della probabilita attraverso la costruzione di una solida base
intuitiva, abbiamo trovato particolarmente stimolante 1’approccio seguito da (D.
Spiegelhalther, 2016). In esso vengono suggerite un gran numero di attivita di carattere
laboratoriale basate su strumenti in grado di produrre facilmente esperimenti aleatori
significativi che vengono analizzati in maniera semplice e accurata.

Nel testo (D. Spiegelhalther, 2016) il principale strumento utilizzato € lo spinner.

Facendo ruotare una graffetta intorno alla punta di una matita posta al centro dello
spinner, come indicato in figura, e possibile ottenere sequenze di osservazioni aleatorie

2 (V. Villani, 2012)
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Nelle sperimentazioni che proponiamo nella tesi faremo uso invece di una calcolatrice
grafica, e precisamente del modello CASIO fx-CG50, che permette sia la simulazione
di esperimenti aleatori piu elaborati di quelli prodotti con gli spinner, sia la loro analisi
statistica.

In questo capitolo, dopo aver illustrato come simulare i primi semplici esperimenti
aleatori con la calcolatrice, sono discusse una serie di attivita di carattere laboratoriale
che mostrano come generare e analizzare sequenze binarie aleatorie, mirate a
sviluppare una corretta intuizione probabilistica relativa a questi fenomeni.
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2.1 Prerequisiti®*

In questa sezione sono richiamati alcuni concetti alla base dello studio del calcolo delle
probabilita e sono introdotti dei primi semplici esempi che mostrano come é possibile
simulare e analizzare con una calcolatrice grafica esperimenti quali il lancio di una

moneta e [ ’estrazione da un 'urna.

Gli assiomi del calcolo delle probabilita

Tra le varie proposte, 1’assiomatizzazione del calcolo delle probabilita che ha avuto
maggiore successo e quella proposta da Kolmogorov nel 1933.

Dato un insieme Q non vuoto, detto spazio di campioni (sample space),
I’assiomatizzazione di Kolmogorov considera una terna (,4,P) dove A é una
collezione di sottoinsiemi di Q, detta la collezione degli eventi e P € una funzione
definita su A, detta probabilita, per cui sono verificati i seguenti assiomi.

Assioma 1 : A é una o —algebra di sottoinsiemi di £, ovvero
la. g €A
2a. SeE € AalloraE‘ e A
3a. Se {E,}nen € una successione numerabile di elementi di A, allora U,ey E, € UN
elemento di A

Assioma 2: P: A — [0,1] (A o —algebra) e una probabilita, ovvero:
1b. P(2) =1

2b. Per ogni successione numerabile di eventi incompatibili (o mutualmente
esclusivi) ossia tali che E; N E; = @ se i # j, vale la proprieta di g-additivita :

P(UZ, E) = X2, P(Ey)
A partire dagli assiomi, & possibile dedurre numerose proprieta.

Proposizione 1.1
Si consideri lo spazio di probabilita (Q, P). VE € A si ha:
1=P(2)=P(E UE®) = P(E) + P(E) (10)

Dimostrazione:
Gli eventi E, E€ € A sono disgiunti e la loro unione costituisce tutto lo spazio degli
eventi.

24 (Dall'Aglio, 2000), (F. Caravenna, 2013), (Ross, 2003)
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EUE‘=Q,ENnE‘ =9
Dall’assioma 1b segue che 1 = P(Q) = P(E UE®). Per I’assioma 2b si ha che
P(E UE®) = P(E) + P(E®).
Mettendo insieme i due risultati si ottiene che P(E) + P(E€) = 1.
|
Solitamente la formula (10) si trova scritta come: P(E) = 1 — P(E€), E € A. Essa
prende il nome di Regola dell evento complementare.

Proposizione 1.2
Sia (Q, 4, P) lo spazio di probabilita. VA,B € A
ACS B - P(A) <P(B) (11)

Dimostrazione:
Se A € B allora B = AU (B\A). Essendo I’'unione disgiunta, per I’assioma 2b segue
che:

P(B) =P(AU (B\A)) = P(A) + P(B\A) = P(A)

Proposizione 1.3: (Probabilita totali)
Sia (Q, A, P) lo spazio di probabilita. Siano E ed F due eventi qualsiasi nella sigma
algebra A. Allora:

P(EUF)=P(E)+P(F)—P(ENF) (12)

Dimostrazione:
Per ogni E,F € A si ha EUF = E U (F\E). Poiché E n (F\E) = @, applicando
I’assioma 2b segue che:

P(EUF) = P(E) + P(F\E) (13)

Analogamente scrivendo F come F = (ENF)U (F\E), si ottiene, applicando
I’assioma 2b:
P(F) = P(ENF) + P(F\E) (14)

L’enunciato segue dalla sottrazione dell’uguaglianza (14) dalla (13).

Definizione 1.3 Probabilita condizionata
Siano A4, B due eventi nello spazio di probabilita (Q, 4, P), con P(B) > 0. Si definisce
probabilita condizionata di A dato (rispetto a) B la quantita

P(ANB
P(A|B) = ﬁ,(g)) (15)
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Osservazione 1.1:
Dalla formula (15) per P(B) # 0 si ottiene:
P(AnB) = P(B)P(A|B) (16)

La relazione (16) e conosciuta come legge delle probabilita composte.

Proposizione 1.4:

Sia B un evento fissato in uno spazio di probabilita (Q, 4, P). La funzione P(- |B) ossia
P:A - [0,1]
A - P(A|B)

e una probabilita. 2°

Osservazione 1.2:
Fissato un evento A, la funzione B — P(A|B) non & una probabilita (ad esempio non
e nemmeno definita per B = ).

Teorema 1.1 (formula di Bayes)
Siano A, B due eventi nello spazio di probabilita (Q, 4, P) con P(A), P(B) > 0, allora

vale la formula;
p(A|B)p(B)

P(BlA) = Z5 2

(17)
Dimostrazione:

La formula (17) é equivalente a P(B|A)P(A) = P(A|B)P(B) che e vera in quanto, per
la formula (16), entrambi i membri sono uguali a P(A N B).

Definizione 1.2: eventi indipendenti (indipendenza stocastica)?®
Due eventi A e B si dicono indipendenti se:
P(ANB) =P(A) - P(B) (18)

Intuitivamente dire che A e indipendente da B significa dire che il verificarsi di B non
influisce sulla probabilita del verificarsi di A. In altre parole, utilizzando la probabilita
condizionata (15), la probabilita di B condizionata dal verificarsi di A & uguale alla
probabilita di B non condizionata:

P(B|A) = P(B) (19)

% Per la dimostrazione cfr. (Dall'Aglio, 2000), p.50.
2 (Dall'Aglio, 2000),p. 55
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Si osservi che, per la definizione di probabilita condizionata (15), la probabilita P(B)
deve essere P(B) > 0.

Osservazione 1.3: %/

Le condizioni (18) e (19) possono essere considerate equivalenti. In particolare,
moltiplicando la (19) per P(B) si ottiene la (18).

La definizione (18) & interessante per diversi aspetti. Per prima cosa, € simmetrica
rispetto ai due eventi: se B € indipendente da A allora A & indipendente da B e viceversa.
Inoltre, nella (18) non é escluso il caso P(B) = 0. In particolare, si dimostra facilmente
chese P(B) = 0alloraP(ANnB) = 0.

Volendo estendere la definizione di indipendenza, possiamo utilizzare la seguente
definizione.

Definizione 1.4: (famiglia di eventi indipendenti)

Sia (4;);¢; una famiglia di eventi in uno spazio di probabilita (Q, 4, P) dove l'insieme
degli indici | e arbitrario. Diremo che tali eventi sono indipendenti se per ogni
sottoinsieme finito J < I (con |J| = 2) si ha:

P(Njes 4;) = Tlje; P(4)) (20)
Per I'indipendenza di n eventi A4, ..., A,, non basta dunque verificare che

ma occorre dimostrare che questa proprieta vale per ogni sottofamiglia come richiesto
in (20).

27 (Dall'Aglio, 2000), p.55
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2.1.1 Lancio di una moneta

Lo spazio campionario (sample space) ha cardinalita 2. E possibile indicarlo con la
notazione Q = {T, C} dove il simbolo T corrisponde all’esito “festa” del lancio e C

all’esito “croce”.

Si definiscono la probabilita che esca testa p := P(T) e la probabilita che esca croce

come q := P(C). Essendo T e C complementari, si ha p,q tali che p+g=1 e p,q=0.

Una moneta e detta non truccata (fair) se p = q = % Altrimenti, se p # g la moneta

e detta asimmetrica (unfair).

E possibile simulare il lancio di una moneta con la calcolatrice grafica. Utilizziamo il
simbolo O, per rappresentare 1’esito croce ed il simbolo 1 per rappresentare 1’esito

testa.

Esempio 1.1:

Simulare il lancio di una moneta non truccata.

Passo #1

Dal Menu Principale, che si raggiunge
premendo il tasto [HENJ (2,4), selezionare
la modalita Run-Matrix(1).

MAIN MENU

il Statistics eActivity Spradsheet

CH 5 cff xvv 7@ a= 8
31}

Graph Dyna Graph Table Recursion
T B ==
+c=0 | wE o | B

eseguire con il tasto [Exg(9,5).

ConicGraphs Equation  Program Financial v
Passo #2
Il comando per simulare il lancio di una B
moneta non truccata & RanInt#(0,1)
RanlInt#(0,1) 0
L'operazione RanInt# si trova all’interno N
del menu (0PN (2,2), nella sezione PROB
(F3)(1,3) all’interno dei comandi
contenuti in RAND (F4)(1,4). Dopo aver
digitato i comandi riportati in figura, mmm

Il comando Ranint#(0,1) produce 0 o 1 con uguale probabilita. Pit in generale, il
comando RanInt#(m,n) restituisce un intero aleatorio compreso tra m e n con

probabilita uniforme, cioe pari a 1/(n-m+1).

Esempio 1.2:

Simulare il lancio di una moneta truccata P(1)=2/3 e P(0)=1/3
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E possibile simulare il lancio di una moneta unfair con la calcolatrice grafica in diversi
modi. Ne consideriamo due.

Metodo 1:

Sia P(1) = ﬁ la probabilita di ottenere testa, P(0) = quq la probabilita di ottenere
croce. E possibile simulare il lancio di una moneta truccata con il comando
Ranint#(1,p+q)<p+1. Il comando restituisce 1 (Vero) se I’intero prodotto da
Ranint#(1,p+q) € minore di p+1 e 0 (Falso) altrimenti.

Passo #1 E|
RanInt#(1,3)<2

In modalita RUN-MATRIX(1), il 0

comando RanInt#(1,3)<2

RanInt#(1,3) 1

Produce un numero intero aleatorio RanInt# ( 1 s 3) <2

compreso tra 1 e 3 con probabilita pari a D 0

ﬁ/ 3 ) Ran#| Int [Norm| Bin |List [Samp)

comando

RanlInt#(1,3)<2
viene interpretato come una operazione
logica che restituisce il valore 0 (falso) se
I'intero estratto & = 2, altrimenti
restituisce 1 (vero).

Metodo 2:

E possibile simulare il lancio di una moneta truccata simulando un'estrazione da
un‘urna. Forniamo di seguito le istruzioni per eseguire i comandi con la calcolatrice
grafica, I'argomento dell'estrazione sara poi approfondito nel paragrafo successivo.
Nell’esempio usiamo un’urna con una pallina contrassegnata con 0 e due palline
contrassegnate con 1. Otterremo quindi croce (0) con probabilita 1/3 e testa (1) con
probabilita 2/3.

Passo #1 B
{0,1,1}>List 1
[]

In modalita RUN-MATRIX(1), si puo
creare una lista con gli elementi riportati

{0,1,1}

in figura, digitando:
{0,1,1}->List 1
L'assegnazione avviene attraverso il

comando (=] (5,6). Per specificare Ia lista DEL-LINEIDEL-ALL

a cui si assegnano i valori si digitano i

comandi: [sFT) (1,2) (1J(1,8).
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Il comando RanSamp#(List 1,1,0), chessi | | B

trova nel menu [PN(2,2) all’interno {0 , 1, 1}»>List 1

dell’opzione PROB (F3)(1,3) (selezionando . {0 ’ 1 ) 1 }
RAND (F4)(1,4)) consente di estrarre con Ransamp# (L ist 1 ’ 1 ’ ({)i }
reimbussolamento un elemento dalla Lista D

1-28

Per eseguire ogni comando si deve

selezionare il tasto [Eg(9,5). [Ran#| Int [Norm| Bin [List |Samp]

1.1.2 Lancio ripetuto di una moneta

Consideriamo I’esperimento che consiste nel lanciare una moneta n volte. Ad ogni
lancio si puo associare lo spazio dei campioni ; = {T, C }, dove j indica il lancio che
stiamo eseguendo e consideriamo come sigma algebra, quella delle parti. Assumiamo
che, per ogni j, ;(T) = p,P;(C) =qcon p,q=0ep+q=1.

Lo spazio dei campioni relativo alla sequenza di n lanci € lo spazio prodotto Q =
Q; X Q, X ...x Q, che ha 2™ elementi, le sequenze di lunghezza n di simboli T o C.
Essendo Q finito, consideriamo ancora la sigma algebra delle parti. Per definire la
probabilita, basta definirla sugli eventi elementari. Per modellare il lancio ripetuto di
una moneta, assumiamo che gli eventi E;, esce testa all’i-esimo lancio, siano
indipendenti. Pertanto:

P(E; XE, X ..XE) =P(E;NE,N..NE,) =P, (E)P,(E,) ..B,(E,) (22

Segue che la probabilita di osservare una particolare successione di k teste e n-k croci
vale p*q™*, ed ¢ indipendente dalla posizione in cui si osservano le teste e le croci.

Il numero di sequenze possibili che presentano k teste e n-k croci corrisponde al
numero dei sottoinsiemi di k elementi che si possono ricavare da un insieme di n

elementi: (Z)
Pertanto, la probabilita di ottenere con n lanci una sequenza di lunghezza n con k teste

e n-k volte croci (a prescindere dall’ordine) € data da:
n _
B(p,q,m) = (i) P“q" (23)

28 Questo argomento & approfondito nella sezione 1.2.2.
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Definizione 1.5:
Una variabile aleatoria®® discreta X ha distribuzione di Bernoulli B(p,q) con p,q €
[0,1]seesolose P(X =1) =p,P(X=0)=q=1—-0p.

Una variabile aleatoria discreta avente distribuzione di probabilita B(p, g, n) , cfr. (23),
e detta binomiale. Una variabile aleatoria binomiale & la somma di n variabili aleatorie
X4, ..., Xy di Bernoulli indipendenti.

Si ricordi che:
n _
o ()P =1 (24)

Il lancio ripetuto di una moneta consente di generare sequenze finite aleatorie.
Associando il numero 0 all’esito croce ed il numero 1 all’esito testa e lanciando
ripetutamente una moneta produciamo una stringa binaria generata da procedimenti
aleatori.

Sirimanda all’attivita 5 per la simulazione del lancio ripetuto di una moneta, Cfr. p.77.

2 Dato uno spazio di probabilita (Q, 4, P) e dato uno spazio misurabile (RY, B) dove B & la sigma
algebra di Borel, si definisce una variabile aleatoria come una funzione misurabile X: Q — R", nel senso
che le immagini inverse di insiemi della classe di Borel B di R appartengono ad A.
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1.1.3: Estrazione dall’urna

Si consideri 1’estrazione da un’urna contenente n palline. Lo spazio campionario
contiene un elemento rappresentativo di ogni pallina e ha cardinalita n. Possiamo
pensare all’elemento che rappresenta una pallina come ad una marca incollata sulla
pallina, usualmente un colore o un numero.
Gli esperimenti che faremo riguardano estrazioni ripetute di palline dall’urna.
L’estrazione puo avvenire con due differenti modalita:

1) Con reimbussolamento (dopo ogni estrazione la pallina viene reinserita

nell’urna)
2) Senza reimbussolamento (ogni pallina una volta estratta non viene reintrodotta
nell’urna)

Assumiamo che le palline siano indistinguibili e che 1’urna sia ben mescolata prima di
ogni estrazione dimodoché ogni pallina presente nell’urna ad ogni estrazione abbia la
stessa probabilita di essere estratta.
Assumiamo anche che, nel caso di estrazione con reimbussolamento, ogni estrazione
sia indipendente dalle altre.
Considerando un’urna con palline numerate con due soli numeri (ad esempio g palline
numerate con 0 e p palline numerate con 1) I’estrazione ripetuta con reimbussolamento
e equivalente al lancio ripetuto di una moneta in cui la probabilita che esca testa vale
p/(p+q).
Il comando della calcolatrice grafica CASIO fx- CG50 per simulare ’estrazione da
un’urna &: RanSamp#. E necessario memorizzare gli elementi contenuti nell’urna in
una delle variabili di tipo lista della calcolatrice. Per esempio, il comando {1,2,3,4,5}-
>List 1 memorizza nella Lista 1 cinque palline marcate con gli interi da uno a cinque.
Il comando RanSamp#(List 1,n,0) simula 1’estrazione con reimbussolamento di n
palline da List 1.
Il comando RanSamp#(List 1,n,1) simula I’estrazione senza reimbussolamento di n
palline da List 1.

Esempio 1.3:

Simulare un'estrazione con reimbussolamento di 6 palline numerate da un'urna che
ne contiene 10.
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Passo #1

Dal Menu Principale, che si raggiunge
premendo il tasto (MENJ)(2,4), selezionare
la modalita Run-Matrix(1).

B MAIN MENU

eActivity Spreadsheet

xX¥1Y2 7 = H
] B b
[z 5B An+B

Run-Matriz | Statistics

Graph Dyna Graph Table Recursion

éé L ;};"v-.-,:cmg <7 Elf L= T -8
+c=0 il | =

ConicGraphs Equation ) Program  Financial v

Passo #2

Il comando Seq(x,y,n,m,k) genera una

lista di (n-m)/k elementi determinati dalla

legge y a partire dal valore n fino ad

arrivare al valore m con passo k.

Il comando Seq si trova nel menu

[°P™) (2,2) all’interno dell’opzione LIST

FD(L2).

Digitando, come in figura, il comando
Seq(x,x,1,10,1)->List 1

Si assegnano alla Lista 1 i valori degli
interi da 1 a 10 con passo 1.

B
Seq(x,x,1,10,1)PListr

 List [Lst->Matl Dim [ Fill(| Seq [HEZ

Passo #3

Il comando RanSamp# (List 1,6,0)
consente di estrarre 6 elementi dalla Lista
1 con reimbussolamento. RanSamp# si
trova nel menu [0PTN) (2,2) all’'interno
dell’opzione PROB [F3](1,3) (selezionando
il sottomenlu RAND (F4)(1,4).
Digitando:

RanSamp#(List 1,6,0)->List 2
Si registrano nella Lista 2 i numeri
estratti.
Premendo il tasto [EX§(9,5) si esegue il
comando.

El [Hathl[Rad|[Normi] [d7c][Real
Seq(x,x,1,10,1)>Listr
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,1>
RanSamp#(List 1,6,0)>
{8,5,3,4,1,4}
[
Ran#| Int [Norm| Bin | List [Samp]
El
Seq(x,x,1,10,1)~>Listr
{1,2,3,4,5,6,7,8,9,1>
4List 1,6,0)~>List 2
{8,5,3,4,1,4}
[]
Ran#| Int [Norm| Bin |List [Samp]

L’estrazione consente di generare una sequenza numerica di 6 elementi. Nel risultato

ottenuto in questo esempio, si ha una ripetizione di un simbolo (del numero 4).

Nella sezione 2.2 (Cfr. p. 53) sono riportati approfondimenti relativi a simili situazioni.

48




Esempio 1.4:
Simulare un’estrazione senza reimbussolamento di 6 palline numerate da un’urna di
10.

Seguendo le istruzioni riportate nel passo g ErAT

1-2 dell’esempio 1.3, cfr. p. 48 & possibile Seq (.’)C L X, 1 ) 10 , 1 ) SList>

generare la Lista 1 contenente gli interi da { 1 , 2 , 3 , 4 , 5] , B , 7 , 8 , 9 , 10

1 a 10 utilizzando il comando RanSamp#(List 1,6,1)
Seq(x,x,1,10,1)->List 1 {1,5,8,7,4,3}

Per estrarre 6 elementi dalla Lista 1 senza D

reimbussolamento si utilizza il comando:

RanSamp#(List1,6,1) Ran#| Int [Norm| Bin |List [Samp]
che si trova nel menu (0PN} (2,2), sezione
PROB [F3)(1,3) (all'interno dell’opzione
RAND (F4)(1,4)). Per eseguire il comando
digitare [E§(9,5).

Ovviamente nella stringa generata non ci sono ripetizioni di uno stesso simbolo.

L’esempio 1.3 e I’esempio 1.4 mostrano come simulare con la calcolatrice le modalita
di estrazione con (o senza) reimbussolamento. E possibile inoltre tenere (o non) conto
dell’ordine di estrazione.
Il successivo esempio illustra differenti metodi di risoluzione di un quesito che
coinvolge D’estrazione con reimbussolamento di palline da un’urna. Le soluzioni
fornite sono equivalenti.

Esempio 1.5

Si_consideri_un’urna contenente 10 palline numerate. Calcolare la probabilita
dell’evento A.

A={Estrazione con reimbussolamento di 4 palline in cui il numero maggiore & 10}

Ricorrendo alla definizione classica di probabilita di un evento A in base alla quale

Numggsi i . . . . . .. N
P(A) = castjavorevoll o jtilizzando il calcolo combinatorio, I'esercizio puod essere

9
risolto in maniera immediata. In particolare, si ottiene P(A4) = % = 28740 =04.
4

Infatti, il numero totale di casi possibili corrisponde alle combinazioni possibili di 4

NumMeqsi possibili

cifre da estrarre su 10 elementi esistenti. Ci sono dunque (140) casi possibili.

Un caso favorevole si realizza estraendo una qualsiasi combinazione di 3 numeri
dall’insieme degli interi compresi tra 1 e 9 e aggiungendo ai tre numeri estratti il

numero 10. Si hanno quindi (9

3) casi favorevoli.
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Di seguito e illustrato come realizzare i calcoli con la calcolatrice grafica.

In modalita Run-matrix (1), si pud ]
. . L Lo O, T, LUJT

calcolare in maniera esplicita il g1
coefficiente binomiale: WAA

(n) _ n! 84

k) = k= k) 10! .p

41%6!

Il comando ! (fattoriale) si trova n

allinterno del ment @)(2.2) nells | | TN IRETISTY

sezione PROB (F3)(1,3).
Per rappresentare il numero come B

frazione si digita il comando (== )(1,5). 10! 34
Si pud assegnare, con il tasto [=])(5,6), W—)B

il numero dei i casi favorevoli ad una * * 210

variabile A ed il numero dei casi A+B

possibili ad una variabile B. 0.4

La probabilita corrisponde dunque al []

valore di A:B. DEL-LINE]DEL-ALL

E possibile affrontare la risoluzione dell’esercizio concentrandosi sull'utilizzo della
calcolatrice grafica come strumento per la simulazione dell’esperimento aleatorio.

In questo modo, oltre al vantaggio di rendere piu concreta la modellizzazione astratta
del fenomeno, si offre la possibilita di un efficiente controllo euristico delle formule
risolutive.

E gia stato illustrato come simulare ’estrazione da un’urna con reimbussolamento
utilizzando il comando RanSamp#(List1,r,1).

Possiamo considerare la lista prodotta dall’estrazione come una lista ordinata oppure
come un insieme non ordinato.

Consideriamo il caso in cui si tiene conto dell’ordine di estrazione.

La calcolatrice grafica é dotata di un apposito comando C per calcolare il numero di
combinazioni distinte (nCr) che si possono produrre dal comando di estrazione
RanSamp#(List1,r,1).

Il comando (nCr) coincide con il calcolo di (Z)

Vediamo come simulare le estrazioni suggerisca una formula per il caclolo della
probabilita. Di seguito, sono illustrati i dettagli.
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Consideriamo la lista generata ]
dall’estrazione come insieme non 9C3
ordinato. 10C4
Il numero di combinazioni favorevoli & 0.4
O
9C3
Il comando C si trova nel menu (0PN (2,2),
opeione PROB [E)(1,3) [ x! | nPr | nCr | RAND SR v
I numero di combinazioni possibili &
10C4

Allora la probabilita richiesta corrisponde
a

9C3/10C4
Premendo il tasto [EX§(9,5) si esegue il
comando.

OSSERVAZIONE: & possibile passare dalla
scrittura di un numero in frazione alla
scrittura decimale con il tasto (§43)(2,5).

E possibile ottenere lo stesso risultato considerando la lista prodotta dall’estrazione
come una lista ordinata e ricorrendo al calcolo delle disposizioni favorevoli e possibili.
La calcolatrice grafica € dotata di un apposito comando (nPr) che consente di calcolare
il numero di disposizioni distinte che si possono produrre dal comando di estrazione
RanSamp#(List1,r,1).
Se stiamo contando il numero delle disposizioni distinte favorevoli, € necessario
stabilire in quale delle 4 posizioni possibili inserire il numero 10.
Per esempio, I’estrazione {5,7,4} produce quattro casi favorevoli:

{10, 5,7,4}, {5,10,7,4}, {5,7,10,4}, {5,7,4,10}
La probabilita richiesta sara dunque: 4 x f;%. Riportiamo i calcoli effettuati con la

calcolatrice grafica.

Se si considera la lista generata dalle

El

estrazioni come una lista ordinata, si 9P3

devono calcolare le disposizioni. |l 4xm

comando che consente il calcolo delle 0.4
disposizioni & P e si trova all'interno del D

menu [0PTN) (2,2) selezionando la sezione
PROB (F3)(1,3).

La probabilita richiesta e [ x! | nPr | nCr | RAND) )
4 x (9P3)/(10P4)

Premendo il tasto [EX§(9,5) si esegue il
comando. ISono ottenuti gli stessi
risultati del calcolo con le combinazioni.
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Con un’opportuna modellizzazione della situazione tramite 1’utilizzo della calcolatrice
grafica & dunque possibile calcolare la probabilita dell’esperimento.

A partire dalle modellizzazioni é possibile dedurre empiricamente le formule
necessarie per i calcoli.
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2.2 Attivita sulle sequenze finite aleatorie

In questa sezione sono proposte una serie di attivita che possono essere realizzate con
la calcolatrice grafica CASIO fx-CG50 per generare stringhe attraverso la simulazione
di fenomeni aleatori. Lo scopo e quello di esplorare alcune proprieta che caratterizzano
le stringhe aleatorie e che, a prima vista, non appaiono intuitive.

Una qualita comune a di un fenomeno aleatorio & I’imprevedibilita: non esiste o non &
conosciuta una legge che consenta di stabilire, noto un pezzo della stringa, quali sono
gli elementi successivi.
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2.2.1 Attivita 1

Lo scopo di questa prima attivita & quello di riflettere sulla regolarita dei dati prodotti
da fenomeni aleatori.

Si osservi la Figura 4. Ci chiediamo se e possibile distinguere i riquadri generati da un
fenomeno aleatorio da quelli prodotti seguendo semplici algoritmi. La domanda in
realtd € mal posta. Ogni sequenza finita di simboli puo essere prodotta sia da un
fenomeno aleatorio che da un algoritmo. Quello che ci chiediamo piu precisamente é
se, sapendo che alcune sequenze sono prodotte da fenomeni aleatori e altre no,
possiamo individuare caratteristiche che aumentino la probabilita di riconoscere
correttamente quelle prodotte da fenomeni aleatori.

b

Figura 4 Esposizione di John Cage nella galleria Kettles Yard gallery a Cambridge.

Tornando alla Figura 4, sono mostrati quadrati suddivisi in 9x9 celle colorate con
differenti colori (con un totale di 9 colori in ogni quadrato, distribuiti in maniera
differente).*

Si osserva comunemente che si € portati a pensare che dati prodotti da fenomeni
aleatori tendano ad essere meno regolari di quelli prodotti da (semplici) algoritmi.
Come caratterizzare I’irregolarita in questo esempio? Si & osservata spesso la tendenza
a considerare “piu regolari” le configurazioni che contengono piu caselle adiacenti
dello stesso colore. Secondo questa visione della regolarita, il quadrato piu irregolare,
e quindi quello con maggior probabilita di essere stato prodotto da un fenomeno
aleatorio, sarebbe il quadrato 1b. In realta € proprio la mancanza di ripetizioni dello
stesso colore in ogni riga e in ogni colonna che ci dovrebbe suggerire che ¢ molto
improbabile che 1b sia stato prodotto da un fenomeno aleatorio perché per realizzarlo
bisogna prestare molta attenzione a non ripetere lo stesso colore né sulla stessa riga né
sulla stessa colonna. Quindi, anche se non é possibile affermare con certezza che il
quadrato 1b non sia il risultato di un esperimento aleatorio, tuttavia, cio risulta molto
improbabile.

%0 (D. Spiegelhalther, 2016) (Pure Randomness in Art, s.d.).
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Questo esempio mette in luce come analizzando il risultato di fenomeni aleatori ci
dobbiamo aspettare la ripetizione di certe regolarita. La loro assenza ci suggerisce, con
grande probabilita, che il risultato non e dovuto a un fenomeno aleatorio. Ma quali
sono queste regolarita che ci dobbiamo aspettare nei fenomeni aleatori? La
simulazione di processi aleatori per la generazione di dati con la calcolatrice pud
aiutare a sviluppare una certa intuizione a riguardo.

Di seguito si propone la realizzazione di un programma capace di stampare a video
una matrice 9x9 contenente i numeri interi da 1 a 9 generati in maniera (pseudo)
casuale.

Attivita 1: Utilizzando la calcolatrice grafica, realizzare una matrice 9x9 in modo
che gli elementi che la compongono siano numeri (pseudo) aleatori generati da 1 a
9.

Passo #1 B MAIN MENU

Dal Menu Principale, che si raggiunge
premendo il tasto (EN)) (2,4), selezionare
la modalita Program (B).

eActivity Spreadsheet
xY1Y2 7

134
268

Table

an= B
An+B

Recursion

Graph Dyna Graph

Passo #2 E
Program Name
Selezionando il tasto (F3)(1,3) (NEW) [DISEGNA 1
digitare il nome del nuovo programma:
“DISEGNA". Per iniziare a digitare il
programma, selezionare il tasto [Exg (9,5).
(=< [SYMBOL
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Passo #3

Il programma riportato nell'immagine
genera la matrice desiderata. Si digiti il
tasto [EXg (9,5) dopo aver inserito ogni
comando.

Il comando Cls ha la funzione di
cancellare quanto era presente sullo
schermo in precedenza. Tale comando si
raggiunge selezionando (1,2)(F3
(1,4)(SKETCH).

I due cicli For servono ad individuare la
posizione in cui stampare a video il
numero generato. | comandi For,To,Step
si raggiungono tramite I'opzione [F1) (1,1)
(COMMAND) (sHFT) (1,2) [(&RS)(2,3)
(PROGRAM).

Con la sintassi Text I,J,RanInt#(1,9)

Si stampa nella posizione (1,J) un intero
aleatorio compreso tra 1 e 9 generato
con probabilita 1/9.

Il comando Text si trova nella modalita
SKETCH (1,2)(F4) (1,4) esi
raggiunge con il tasto (F6)(1,6).

E
DISEGNA =
Cls¢

Egr 20>1 To 150 Step
(_I
For 60»>J To 235 Step
20¢
Text I,J,RanInt#(1,9)

IRRTIISEARCH] MENU CHAR |

B

=—— D] SEGNA =]
For 60»>J To 235 Step
20¢

Text I,J,RanInt#(1,9)
(.I

Nexte¢
Nexte I
BITRITI[SEARCH] MENU CHAR

Passo #4

Dalla PROGRAM LIST eseguire il
programma con I'apposito tasto (F1) (1,1)
(EXE).

Nella figura a fianco é riportato il risultato
di una esecuzione.

Come richiesto, il programma stampa a
video una matrice 9x9 costituita da

numeri generati in modo aleatorio.

(d/c]Real DISEGNA

o |

Commento:

Come previsto, sono presenti una serie di ripetizioni di simboli sia nelle righe che nelle

colonne.

La probabilita che si ottengano tutti numeri distinti su una stessa riga oppure su una

. 9! _
stessa colonna & 5 ~337-10 4 31

31 Si ricorda che, per calcolare la probabilita che ci siano tutti numeri distinti sia sulla stessa riga che

sulla stessa colonna, occorre far riferimento alla formula (12) (Cfr. p.40).
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Potremmo calcolare anche la probabilita che appaiano gruppi di caselle adiacenti dello
stesso colore piu grandi per affinare la nostra intuizione sulla regolarita di queste
generazioni casuali.

Un quadrato che non contiene ripetizioni (ossia un quadrato che segue uno schema
analogo a quello utilizzato per realizzare il quadrato 1b) é detto quadrato latino.

Approfondimento

Definizione 2.2 (quadrato latino) 32

Un quadrato latino & una matrice quadrata di ordine n avente per elementi n? numeri
o simboli. Si richiede che non compaia nessun elemento due volte nella stessa riga o
nella stessa colonna.

Esempio 2.1:
Si consideri il gruppo finito (Z5, +).

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

La tabella di Cayley rispetto all’operazione del gruppo + rappresenta un quadrato
latino.
Tale risultato e generale per gruppi finiti.

Esempio 2.2:
Riportiamo esempi di quadrati latini 8x8 e 9x9 tratti dal “book of statistical tables”
(1938) di Fisher e Yates (Cfr. Figura 5).

32 (Treccani online, s.d.)
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Figura 5 Esempi di quadrati latini

| quadrati latini devono essere costruiti pertanto controllando contemporaneamente
che non vi siano ripetizioni dello stesso simbolo né nella riga né nella colonna.
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2.2.2 Attivita 2

L’attivita proposta in questa sezione si concentra ancora sul problema di individuare
proprieta che aiutino a distinguere sequenze finite generate mediante un fenomeno
aleatorio (per esempio l'estrazione dall’urna) da sequenze finite prodotte da
meccanismi non aleatori.

Prima di introdurre 1’attivita riportiamo le parole di Laplace a tale proposito:

“Immaginiamo di vedere su un tavolo dei caratteri di stampa disposti in questo ordine:
COSTANTINOPOLLI. Riterremmo certamente che tale ordine non & il frutto del caso,
ma non in quanto esso sia meno possibile degli altri; infatti se quella parola non fosse
usata in nessuna lingua, sarebbe assurdo attribuirle una causa particolare; ma,
poiché essa é in uso presso di noi, é infinitamente piu probabile che sia stata composta
cosi da una persona piuttosto che dal caso .

[Laplace 1826]3
Se consideriamo una stringa generata dall'estrazione da un'urna contenente le lettere
dell’alfabeto e abbastanza improbabile che si ottengano parole di senso compiuto.
Si possono ipotizzare diversi modelli di generazione aleatoria di una stringa e calcolare
la probabilita che applicando un qualsiasi di questi modelli si ottenga la stringa fissata.

Attivita 2: Utilizzando la calcolatrice grafica, simulare il modello di un’urna
contenente le 26 lettere dell’alfabeto. Effettuare 4 estrazioni distinguendo il caso
con reimbussolamento dal caso senza reimbussolamento.

Prima di procedere con la simulazione dell’estrazione, introduciamo i comandi utili
per generare una stringa di lettere ed estrarne alcuni elementi.

Passo #1 B ]
Input/Output:Linear

In modalita Run-Matrix (1), selezionare Mode :Comp
I'impostazione SET UP [sHFT)(1,2) Frac Result :d/c
(EN) (2,4). Fune Type (Y=
Selezionando il tasto (F2)(1,2) stabilire la Dr E'W.V Tyl?e : Connect
modalita di input Linear Derivative . Of £

' Angle :Rad N
Si torni alla schermata principale di Run-
Matrix attraverso il tasto (EXIT)(3,4).

33 (Laplace, 1826, trad. it.1987 Roma, Theoria)
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Passo #2

Digitare i comandi riportati nell'immagine
al fine di generare una stringa contenente
tutte le lettere dell’alfabeto.

Il comando Str si trova nel menu

(wrg) (2,3).

E (CrelRed(orn] [d7c)Real
"ABCDEFGHI JKLMNOPQRST
UVWZ7->81tr 1

Done

TABLE JRECURSIONJEQUATIONFINANCE] Str [INEEE

Passo #3

Digitando i comandi riportati
nell'immagine e possibile generare un
numero aleatorio compreso tra gli interi 1
e 26 con probabilita 1/26.

Il comando StrMid(Str1,A,1) consente di
estrarre la singola lettera che nella
stringa Strl occupa la posizione

individuata dal numero A.

E [CnegRadfornd [dic)Real
»ABCDEFGHI JKLMNOPQRST
UVWZ”->5tr 1
RanInt#(1,26)->A
StrMid(Str 1,A,1)

K
TABLE [RECURSIOYEQUATIOJFINANCE] St~ (IS

Done

Di seguito riportiamo un programma che consente di stampare a video 4 lettere estratte

con reimbussolamento da un'urna contenente tutte le lettere dell'alfabeto.

Passo #4

Il programma LETTERE realizzato in
modalita Program(B) genera una stringa
contenente tutte le lettere dall’alfabeto.
Il comando RanSamp#(List 1, 4, 0)
simula I'estrazione con
reimbussolamento di un numero
contenuto nella Lista 1(dunque di un
intero compreso tra 1 e 26). | valori
estratti sono salvati nella Lista 2.
Utilizzando un ciclo For sono stampate a
video le lettere appartenenti alla stringa
Str1 che si trovano nelle posizioni
individuate dai numeri salvati nella List 2.
In questo modo viene simulata
I'estrazione di 4 lettere con

reimbussolamento.

E]
=— LETTERE =—=fx
Cls¢

»ABCDEFGHI JKLMNOPQRST

UVWXYZ”->Str 1¢

?eq(x,x,1,26,1)+List
(.I

RanSamp#(List 1,4,0)>]

(VO] [ SEARCH] MENU JIEXEXN| CHAR

B
=—— LETTERE =
List 2¢

For 1-»1 To 4¢

List 2[I]>A¢

Text 20,30xI,StrMid(S
tr 1,A,1)¢

Nexte |
(VT2 EADY] | SE ARCH] MENU JIEX=EXN| CHAR J
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L'immagine a fianco riporta un esempio [d/c])Read]LETTERE

i |y

di output ottenuto dall’esecuzione del
programma.

Volendo generare una stringa di 4 lettere tramite la simulazione di un'estrazione da
un'urna con reimbussolamento si utilizza un programma analogo, con un'unica
modifica nel comando RanSamp# che diventa RanSamp#(List 1, 4,1) (Cfr. Figura 6)

E El

=— LETTERE =——]|=--—= LETTERE =
Clse¢ List 2«

”»ABCDEFGHI JKLMNOPQRST||For 1->1 To 4¢
UVWXYZ”->Str 1¢ List 2[I]>A¢
Seq(x,x,1,26,1)~>List |||Text 20,30xI,StrMid(S
1e tr 1,A,1)¢

RanSamp# (List 1,4, 1)~ Nextk |

Figura 6 Programma che simula I'estrazione con reimbussolamento di 4 elementi da un'urna contenente le 26
lettere dell'alfabeto

Un output ottenuto dall'esecuzione del programma ¢ il seguente (Cfr. figura 7):

El (dc]Real LETTERE
g

L L L x
1 2 3

Figura 7 Output ottenuto dall'esecuzione del programma riportato in figura 6

Commento:

Fissando una stringa (ad esempio la parola CIAQ), ci si pud chiedere quale sia la
probabilita di ottenere, mediante estrazione con (0 senza) reimbussolamento la parola
stabilita.

In entrambi i casi, tale la probabilita & molto bassa. E dunque probabile che, nel caso
in cui ci si trovi di fronte alla stringa CIAO, essa non sia stata ottenuta come esito di
una generazione aleatoria e che sia invece frutto di una disposizione intelligente.
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Nel caso dell'estrazione con reimbussolamento, la probabilita di ottenere esattamente
la parola CIAO & 4%~2,22 -1071~0,0000000000000222 %.

Nel caso dell'estrazione senza reimbussolamento, la probabilita di ottenere la stringa
fissata CIAO & ————— ~ 2,79 - 1076 ~ 0,00000279%. Pur trattandosi di valori

26X25X24X23
maggiori rispetto al caso precedente, risulta una quantita molto piccola.

Per stimare la probabilita che una stringa prodotta da uno dei modelli di generazione
pseudocasuale considerati produca una parola di senso compiuto in lingua italiana o
inglese possiamo chiedere agli studenti di una classa di ripetere ognuno un certo
numero di volte la generazione pseudocasuale della stringa e contare le stringhe di
Senso compiuto.
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2.2.3 Attivita 3

L attivita proposta® & organizzata in due fasi:
1) Sisomministra alla classe una scheda in cui si richiede di indicare quali tra le sequenze
finite in essa riportate siano un probabile esito di un’estrazione con reimbussolamento.
2) Si richiede di simulare I’esperimento dell’estrazione con reimbussolamento di 16
elementi da un’urna contenente gli interi da 1 a 16.

Lo scopo dell’attivita presentata in questa sezione & quello di far riflettere sulle
proprieta di stringhe generate da procedimenti aleatori attraverso la somministrazione
di schede e la simulazione con la calcolatrice grafica. Le stringhe prodotte in questo
caso hanno come simboli gli interi da 1 a 16.

Si pone alla classe il seguente quesito: “Ad alcuni studenti e stato richiesto di effettuare
16 estrazioni con reimbussolamento da un ‘urna contenente 16 palline, numerate da 1
a 16. Ogni numero estratto e stato indicato sulla tabella con il simbolo x. Ogni
studente aveva una propria tabella costituita da un quadrato 4x4 in grado di indicare
I 16 interi rappresentati dalle palline. Quali delle tabelle riportate in figura 8 hanno
una maggiore probabilita di essere “autentiche ”? E in quali casi si ritiene invece che
sia piu probabile che gli studenti abbiano “imbrogliato”, indicando nella tabella
numeri a propria scelta, senza effettuare I’esperimento?

r
x | % | x X x | x x | |
x x | ! X x X x| x
x | X x x | X X
| x¥| X x x X Xx|x |xx X XX
| = X x | x x X x
x | x
| x X x ® x
I =
xx ] X x x x x
s
1 | X x X X x x
Alice Emma Janet Nicola
x ® X X XX
x x X % |xx X N x
N N « X X x| x XX
X
XXk x X | x x
x x x x
X x X X X xx“ " x x
x x x X X x
x | x | x _x | « x | xx X x
Rebecca Sally Tracey Claire

Figura 8 Scheda somministrata agli studenti da D. Green

34 Cfr. (Green, 1997)
35 Cfr. (Green, 1997)
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(1954

Ad ogni studente é stato richiesto di esperimersi su ogni tabella indicando “si”” 0 “no”
a seconda del fatto che si ritenesse 0 meno probabile che in essa fossero riportati gli

esiti dell’esperimento.

Nella scheda fornita alla classe si e adotta la seguente convenzione. Ogni casella
rappresenta un intero da 1 a 16. Il simbolo x indica i numeri estratti. Se sono presenti
piu x nella stessa casella vuol dire che un numero é stato estratto piu volte. Non si tiene
conto dell’ordine di estrazione.

Ad esempio, supponendo che sia estratta dall’urna una pallina marcata con il numero
7, si ha la seguente tabella:

1 2 3 4

5 L] 7 B
X

g 10 11 12

13 14 15 16

Commento®®:

La scheda riportata in questa attivita & stata somministrata ad un campione di 1600
studenti tra i 7 e gli 11 anni e a 300 studenti in eta compresa tra i 13 ed i 14 anni.
Nell’articolo (Green, 1997) sono stati raccolti i dati relativi alle risposte fornite.

| dati sono stati riportati in percentuale e sono suddivisi per fasce di eta.

Eta | Alice: | Emma: Janet: Nicola: | Rebecca: Sally: Tracey: Claire:
no no Si Si no no no no
7-8 67% 45% 70% 66% 70% 40% 53% 47%
8-9 74% 52% 79% 67% 82% 40% 49% 48%
9-10 84% 67% 86% 76% 90% 38% 53% 42%
10-11 | 84% 67% 88% 81% 90% 43% 50% 48%
13-14 | 84% 74% 95% 90% 95% 40% 50% 41%

Si puo osservare come, al variare dell’eta (in particolare nei primi cinque casi) siano
state fornite risposte differenti.

| fattori che possono aver portato uno studente a fornire una risposta piuttosto che
un‘altra sono molteplici. E possibile ad esempio che abbia preso in considerazione
proprieta locali (come le ripetizioni della x all’interno delle singole caselle); proprieta
globali (come la distribuzione delle x nell’intera tabella) o entrambe.

3 (Green, 1997)
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Ad esempio, nel modello di Rebecca tutte le caselle sono occupate e in ognuna di esse
compare una sola x. Nel modello di Alice e in quello di Sally ci sono due x per ogni
casella non vuota. Nel primo caso pero si puo osservare anche come tutte le caselle
con le x occupino la meta sinistra della tabella.

Il modello di Tracey sembra seguire uno schema nella disposizione globale delle x
mentre osservando i modelli di Nicola e di Janet non si evidenzia uno schema né a
livello globale né a livello locale.*”

Nel fornire le risposte, gli studenti hanno indicato come non “autentici” i modelli in
cui riuscivano a individuare la presenza di uno schema nella disposizione delle x
globalmente e/o localmente.*

Non e possibile stabilire se un modello sia “autentico” (nel senso che riporti gli esiti
dell’estrazione con reimbussolamento) o meno perché ogni sequenza finita di x puo
essere prodotta sia da fenomeni aleatori che da altri meccanismi.

Tuttavia, é abbastanza improbabile che alcuni tra i modelli riportati nella scheda (come
ad esempio quelli in cui non si verifica nessuna ripetizione delle x nelle caselle) siano
stati prodotti dall’estrazione con reimbussolamento.

E possibile simulare con la calcolatrice grafica I’estrazione di 16 elementi da un’urna
contenente gli interi da 1 a 16.

Attivita 3:
Estrarre con reimbussolamento 16 elementi da un’urna contenente 16 palline
(numerate da 1 a 16).

Il programma di seguito proposto consente di simulare 1’estrazione con
reimbussolamento di K elementi da un’urna che contiene N elementi corrispondenti
agli interidalaN.

L’esperimento pud essere ripetuto T volte e gli esiti ottenuti sono salvati in T liste
differenti.

| valori N,K, T sono presi in input.

37 (Green, 1997)
3 (Green, 1997)
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Passo #1 B4

Program Name
In modalitd PROGRAM,(B) creare un [ESTRAZ ]

nuovo programma (F3)(1,3) (NEW) e
digitare il nome: “ESTRAZ” nella

schermata che si apre. Selezionare il tasto
[Exg (9,5) per iniziare a digitare il testo del

programma. BASE (=0 ST
Passo #2 E ESTRAZ
Nella prima istruzione, il programma C lrList 1¢
cancella tutti gli elementi eventualmente ?2>N¢
presenti nella Lista 1 tramite il comando g_>$<"
- : . S5Te
Clr, che si trova nel menu PRGM :
(6 (1,2) @) (2,3)) all'interno della ggg (92c_>91c '{ONTT)I(—J)L (st 1
sezione CLEAR (F)(1,6). V-WINJFACTOR] STAT JGRAPH] DYNA ||

Il comando ? che si trova nel menu PRGM
( (swF)(1,2) (RS)(2,3)), (F4)(1,4) consente g
diinserire in input il valore richiesto. =—— ESTRAZ =
Il comando Seq che si trova nel menu For 221 To T+1l¢

@M (2,2) ([F1)(1,1) (LIST) F8) (1,5)(SEQ)), Seq(x,x,1,N,1)~>List 1
genera una lista contenente gliinterida 1 E?gga?g# ( List 1 ’ K ’ 0) =

, . . || Nexte¢
dell’estrazione con reimbussolamento di

d
K elementi dalla Lista 1 sia ripetuta T V-WINIFACTOR] STAT m DYNA |I,

volte.

a N. ll ciclo For fa si che la simulazione

Ad ogni iterazione i valori estratti sono
salvati nella lista I.

Il programma genera la Lista 1 contenente gli interi da 1 a N ed altre T Liste in cui
sono memorizzati gli esiti della simulazione dell’estrazione.
Inserendo in input i valori N=16, K=16, T=1 e possibile simulare I’estrazione con
reimbussolamento di 16 elementi da un’urna che contiene palline marcate con gli interi
dalalé6.
Riportiamo 1’esito dell’esecuzione del programma ESTRAZ presi in input i valori
specificati:

7,7,13,10,9,1, 3,10,6,14, 7, 3,4, 3,10, 14
Come si pu0 osservare la stringa di 16 elementi generata dalla simulazione
dell’estrazione & costituita da molti simboli che si ripetono. | simboli uguali sono
indicati con lo stesso colore.
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2.2.4 Attivita 4

Il problema dei compleanni & un problema classico del calcolo della probabilita, legato
allo studio di fenomeni aleatori.®

Le attivita suggerite in questo paragrafo hanno come scopo quello di fornire esempi
che ne facilitino la comprensione*’:

In una classe con n studenti, si chiede ad ogni studente di scrivere su un foglio un

2
numero intero compreso tra 1 e (g) , senza confrontarsi con i compagni. Dopo che

tutti hanno effettuato la scelta, si eliminano tutte le coppie che hanno scelto lo stesso
numero.

E possibile simulare con I’ausilio della calcolatrice grafica. Si consiglia di chiedere
agli studenti che hanno svolto I’attivita di costruire la simulazione. Supponiamo che
nella classe siano presenti 20 studenti. | numeri (interi!) da scrivere sul foglio devono
essere quindi compresi tra 1 e 100. Possiamo simulare 1’attivita estraendo, con
reimbussolamento, 20 elementi da un’urna contenente gli interi da 1 a 100.

Si tratta di una buona simulazione? Non e difficile verificare che le scelte degli studenti
prediligono alcuni interi piuttosto che altri. Abbiamo osservato, per esempio, che gli
interi piccoli (compresi tra 1 e 10) tendono ad attrarre maggiori preferenze. Non ¢
difficile simulare estrazioni da una distribuzione non uniforme. E sufficiente ripetere,
nell’urna, alcuni numeri per ottenere le proporzioni desiderate: per esempio, se
vogliamo che i numeri da 1 a 10 abbiano probabilita doppia di essere scelti rispetto a
quelli compresi tra 21 e 30, basta che nella lista che simula 1’urna, per ogni numero
compreso tra 21 e 30, per esempio 27, appaia due volte il corrispondente numero
nell’intervallo tra 1 e 10, cioe, nell’esempio, il numero 7. Non consideriamo pero
questa complicazione. Il punto della sperimentazione € mostrare come, scegliendo 20
numeri tra 1 e 100 é quasi certo che ne vengano estratti almeno due uguali. Estraendo
da distribuzioni non uniformi non facciamo altro che aumentare questa probabilita.

Attivita 4.1:

Effettuare 20 estrazioni con reimbussolamento dei numeri da 1 a 100. Ripetere
I’esperimento 10 volte. Vedere, in ogni esperimento, se ci sono dei numeri che si
ripetono.

39 Talvolta & indicato come “paradosso dei compleanni”, tuttavia non si tratta di un vero e proprio
paradosso ma solo di un risultato particolarmente non intuitivo. Cfr. (D. Spiegelhalther, 2016), p. 178
40 (D. Spiegelhalther, 2016) pp. 178-180.
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Si puo simulare e ripetere 1’esperimento piu volte utilizzando il programma ESTRAZ
introdotto nell’attivita 3 (cfr. p.65). Si inseriscano ad esempio in input i valori N=100,
K=20, T=10.
In modalita STATISTICS (2) e possibile visualizzare le stringhe generate
dall’esecuzione del programma (che, avendo inserito in input il valore T=10,

corrispondono alle liste comprese tra la lista 2 e la lista 11).

Nella seguente tabella, sono riportati i risultati ottenuti dall’esecuzione del

programma.

L Esiti

2 | 2|18 (47|12 95|31 | 24 |5 |57(39| 9 |37|47|76| 6 | 76|66 |76 | 18 | 37
3 |(66|100|80|91 (84 (36| 39 9363|5335 |79(62|80(21|11|6 (81| 84 |8
4 | 78| 74 |66 |47 | 6 |89 | 77 |71|63|10| 31 | 72|36| 7 |23 | 72|87 63| 92 | 5
5140| 96 [ 75(59|31|71(100|25({80|11| 39 | 38|20 |56|90|38 |14 |41 | 37 |45
6 | 76| 79 [85|34 /8583|855 [15|72 15| 2 |50 |67 |59 44| 8 (34| 2 | 29 |47
7 | 13| 81 |88 |53|68|16| 95 (83|30 |63 | 85 |65|65 |44 |73 |78 (55| 4 | 54 |87
8 |52 21 (1563|4516 16 |75(34 |21 | 15 |28 |24 (60|49|19|90|78| 96 |66
9 |94| 5 |61[15(49 80| 49 |43 44 |29| 63 | 24|15 |82 |63 |11[43 40| 31 |51
1080|125 94| 9 |45|27| 95 | 25|83 (43| 8 |54|97|85|67|53|60|63|100/| 3
11 |35(100 |50| 4 |54 | 1 8 |28|55|67|100|80|51(27|74|41|38(98| 55 |32

Sono stati messi in evidenza i numeri che si ripetono all’interno di una stessa stringa.
Come si puo osservare in ogni lista sono presenti almeno due numeri uguali.
Individuare manualmente le coppie di numeri uguali all’interno di una lista con molti
elementi potrebbe non risultare un compito agevole. Per facilitare tale compito, &
possibile costruire appositi programmi, come quello illustrato di seguito, che
consentono di individuare coppie di simboli uguali e di memorizzarle in un’apposita

lista.
Passo #1 El
Il programma UGUAL, realizzato in ClrList 2«¢
modalitd PROGRAM(B), individua le 1-J¢

coppie di elementi uguali all’interno della
listal e le memorizza nella lista 2.

La lista 1 deve essere inserita in input in
modalita Statistics (2) prima
dell’esecuzione del programma UGUAL
(F.Bologna).

In figura sono riportate le istruzioni del
programma.

La prima istruzione cancella gli eventuali
elementi memorizzati nella Lista2 con il

For 1-1 To Dim List 1

d
1K«

While (K<Dim List 1-Ij
=
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comando ClrList, che si trova all'interno

del menu PRGRM [stiFT) (1,2) (RS) (2,3),
nella sezione CLEAR(F1)(1,1) . Utilizzando
un ciclo For ([stFT) (1,2) (RS) (2,3)
(PROGRAM), opzione COMMAND
(F1)(1,1)) il programma scorre gli
elementi della Lista 1.

Il ciclolf (([sF) (1,2) [RS)(2,3) (PROGRAM)
(F1)(1,1)) & utilizzato per cercare coppie
di simboli uguali.

Il simbolo che si ripete viene assegnato
lista 2.

Il comando While ([siF]) (1,2) (@R (2,3)
(PROGRAM) (F1)(1,1)) controlla che non
vengano superate le dimensioni della
lista.

UGUAL =

(.I

f (List 1[I]=List 1I[
+K]) €

Then <«

List 1[I]-»List 2[J]¢
J+1->J«¢

[ | (T

| For | To [Step|Next] ]
El

=—— UGUAL Ee——1
IfEnd<¢

K+1->K¢

WhileEnd¢

Nexte¢

(_I

(_I

| For | To [Step|Next| ]

Data una classe di n studenti, & possibile calcolare la probabilita che almeno due

2
studenti, alla richiesta di pensare ad un numero compreso tra 1 e (2) , scelgano uno

Stesso numero.

Illustriamo di seguito un metodo generale che consente di calcolare la probabilita in

simili situazioni.

Si consideri un campione di n persone. Vogliamo calcolare la probabilita dell’evento

A={esiste almeno una coppia tra le n persone con una caratteristica in comune}.

Definiamo ’evento B = A¢ = {nessuna coppia tra le n persone ha una caratteristica

in comune}.

Supponiamo che la probabilita che una particolare coppia abbia una caratteristica in

.1
comune sia 7

Allora, la probabilita P(B) é:

Pun=(1—3x(1—9x"x(

1—%;) (25)

Per n « k (n molto minore di k) si puo scrivere:

(1-5 -6

Ma allora la probabilita di B ¢ circa:

[1+2+4-+(n-1)]

t=0,..,n—1

_nmn-1)

P(B) ~ e~ k =e  zk

(26)

(27)
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Dove nell’ultima uguaglianza abbiamo utilizzato il fatto che le somme degli interi da

. n(n-1)
lan—1e o

Per n abbastanza grande, la probabilita P(B) pu0 essere approssimata con:

P(B) ~ e 3% (28)
Da cui:
1
n~ [2kin (ﬁ) (29)

u
Essendo A = B¢, dove A e I’evento A ={esiste almeno una coppia con una
caratteristica in comune}, siha P(A) = 1 — P(B).
Considerando il problema posto nell’attivita, la probabilita che in una classe di n

2
studenti siano pensati n numeri distinti appartenenti all’intervallo [1, (g) ] e, per la

n

n2 2
formula (28), P(B) ~ e 2k = ¢? = 0,13, essendo k = (E) . Pertanto, la probabilita

che almeno due studenti scelgano lo stesso numero & dell’87%.

Approfondimento: Calcolo della probabilita nel problema dei compleanni

Qual é la probabilita P(n) che in una classe di n allievi almeno due festeggino il loro
compleanno nello stesso giorno?

Assunzioni iniziali**:
1. Per semplicita si suppone che non vi siano gemelli.
2. Siassume che tutti gli anni siano di 365 giorni.
3. Si precisa che due compleanni sono “festeggiati lo stesso giorno ” se si verifica

una coincidenza nel giorno e nel mese (non é richiesto che 1’anno di nascita sia
lo stesso).
Ricorrendo al metodo di risoluzione generale, € possibile risolvere il problema dei
compleanni.

Per la formula (28), la probabilita che in una classe di n studenti nessuno compia gli
n2
anni lo stesso giorno € P(B) ~ e 2365, Supponendo di avere una classe di 20 studenti,

41 (D. Spiegelhalther, 2016), pp. 178-183
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la probabilitd P(n) che almeno due studenti compiano gli anni lo stesso giorno é

202

pertanto P(n) =1 — P(B) ~1— e 2365 ~ 0,58.

Si osservi la formula (29). Nel caso del problema dei compleanni, se si vuole ad
esempio una probabilitda P(B) = 0,5 che nessuno studente compia gli anni uno stesso
giorno (e dunque una probabilita P(n) = 0,5 che ci sia almeno una coppia di studenti

che condivida il compleanno) e necessario coinvolgere n = [\/2 -3651n (ﬁ)l +1=

23 studenti.

Il programma suggerito di seguito consente di calcolare il numero minimo di persone
che si devono prendere in considerazione per ottenere la probabilita P(B) desiderata.

Il programma prende in input la E

probabilita P= P(B) indicata nella formula | | SHieb)0FccF= COMPLE

(27) e l'intero K corrispondente al r‘;:;ll:(’(-l

numero totale di casi considerati. I n tg (J- ( 2xKx In ( 1 +P) )

Si assegna a N il valore della parte intera ) +1->N

di /Zk In (%) +1. Il comando Intg, che

consente di calcolare la parte intera, si FIINNT{SEARCH) MENU CHAR

trova nel menu [P (2,2), nella sezione
NUMERIC(F4)(1,4) INTG (F5).

Si ricordi che la probabilita P(B) richiesta in input € la probabilita che nessuna coppia
fra le n persone abbia una caratteristica in comune (cfr. formula (28)).
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Un'ulteriore attivita sul problema dei compleanni: le Playlist aleatorie

Per facilitare la comprensione del problema dei compleanni si possono suggerire
numerose attivita che coinvolgono situazioni familiari agli studenti.

In questa attivita si fa riferimento alla riproduzione aleatoria dei brani nelle playlist di
applicazioni musicali.*?

Si suggerisce di proporre le seguenti consegne:

1) Creare una playlist contenente 1000 canzoni (creata in modo che siano presi in
considerazione 100 album, e per ognuno di essi siano selezionate 10 canzoni). Si
ascoltino 20 canzoni in riproduzione aleatoria. Sono riprodotte canzoni appartenenti
ad uno stesso album?

2) Qual ¢ la probabilita che si ascoltino due canzoni dello stesso album?

3) Simulare la situazione descritta nel punto 1 con la calcolatrice grafica.

E possibile rispondere alla richiesta introdotta nella consegna 2) utilizzando la formula
(28) introdotta a p.70. In particolare, si ha una probabilita P(B) =0,13 che non sia
riprodotta nessuna canzone appartenente ad uno stesso album (pertanto la probabilita
che si ascoltino almeno due canzoni dello stesso aloum & dell’87%).

Se si stabilisce di simulare la playlist come un'urna avente come elementi gli interi da
1 a 1000 e si esegue il programma ESTRAZ (Cfr. p.65) con gli opportuni dati in input
si incorre nel seguente errore:

| dati inseriti nel programma ESTRAZ in [d7c]Real ESTRAZ

input sono:
N=1000, K=20, T=1 Improper Number

E
2
1
3 of Elements
9
1

Press: [EXIT]

Cio avviene perché la calcolatrice ammette la dimensione massima delle liste di 999
elementi.

Questo limite di memoria rende impossibile la simulazione della situazione proposta.
Consideriamo dunque un problema simile. Si assuma di avere 90 album, ognuno
contenente 10 canzoni.

42 (D. Spiegelhalther, 2016) p. 134-135.
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A questo punto, & possibile simulare con la calcolatrice grafica (ricorrendo al
programma ESTRAZ) la riproduzione di 20 brani eseguiti in maniera aleatoria da una
playlist che ne contiene 990.
Domandarsi quante sono le canzoni ascoltate che appartengono allo stesso album,
equivale a richiedere quanti tra i numeri estratti appartengono alla stessa decina.
Attivita 4.2:
Estrarre con reimbussolamento 20 numeri da una lista che ha per elementi gli interi
da 1 a 990.

Avendo gia illustrato come creare un programma in grado di simulare I’attivita di
estrazione con reimbussolamento da una lista ordinata contenente N interi, e
sufficiente inserire gli opportuni dati in input nel programma ESTRAZ, cfr. p.65, ed
eseqguirlo.

Passo #1 [d7c)Rea]ESTRAZ

Dal Menu Principale, che si raggiunge
premendo il tasto (MENJ)(2,4), selezionare
la modalita Program(B).

Eseguire il programma ESTRAZ con
I’apposito tasto (F1)(1,1).

Inserire in input N=990, K=20, T=10.
Dopo ogni valore inserito selezionare (Exg)
(9,5).

= D N -0 (O +0|D
o o W

Osservazione 4.1:

Utilizzando il programma COMPLE (cfr. p.71) e possibile calcolare il numero di
estrazioni necessarie per ottenere una probabilita p=0,87 che almeno due elementi
estratti appartengano alla stessa decina.

Si ricordi che il programma richiede in input la probabilita complementare P=1-p.

Passo #2 B [d7c)Rea] COMPLE
Q

Inserendo in input i dati P=0.13, K=990 si 0 .13
ottiene che, il numero di estrazioni che ?

necessarie per ottenere la probabilita 990
desiderata ¢ 64. 64

La tabella riporta i risultati ottenuti dall’esecuzione del Passo #1. Sono stati evidenziati
con lo stesso colore gli elementi che appartengono ad una stessa decina.
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Listl | List2 | List3 | List4 | List5 | List6 | List7 | List8 | List9 | List10
641 928 713 656 553 661 759 358 933 350
675 654 343 528 813 86 17 204 379 480
865 186 606 788 687 927 550 894 719 720
739 69 494 572 212 981 633 379 46 410

628 367 804 498 66 755 156 636 604 256
487 949 329 472 103 111 399 558 94 926
409 743 319 3 594 272 662 412 727 432
694 576 582 515 402 155 767 459 80 355
883 972 965 48 771 811 280 205 154 792
378 969 467 928 949 802 301 242 77 593
734 846 926 305 418 626 291 797 766 84
148 801 319 250 575 60 475 747 647 19
806 331 499 83 627 884 839 131 582 881
754 927 931 763 148 987 250 74 499 582
565 765 881 264 882 685 760 45 306 936

863 549 936 323 170 491 700 704 358 561
379 984 114 299 911 22 944 297 58 348
826 603 98 412 111 920 602 528 713 970

546 12 650 293 795 622 138 924 445 418
610 646 337 93 490 832 641 103 873 778

Per individuare gli elementi che appartengono ad una stessa decina in ogni lista si pud
selezionare la modalita STATISTICS e scorrere con il cursore della calcolatrice tra gli
elementi delle varie liste. Potrebbe pero trattarsi di un compito non immediato.

E possibile realizzare un programma con la calcolatrice in grado di contare quanti sono
i valori compresi in determinati intervalli. Tale strumento puo essere utile ad esempio
nel caso in cui in una lista € memorizzato un numero elevato di elementi e cio non
rende pratico il conteggio manuale.

Passo #1 EER
Program Name
In modalita Program (B) realizzare un [CONTAT ]

nuovo programma dalla finestra
dell’editor di programmi usando la
funzione NEW ([F3)(1,3). Aiutandosi con il
tasto (AP (1,3), inserire il nome del
programma. Nel nostro caso CONTA. Al SYMBOL

termine premere il tasto [EXg(9,5).
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Passo #2

Il programma prende in input dalla
modalita Statistics (2) la lista 1 e 2 che
sono state generate per simulare
I’estrazione. Nel dettaglio, la lista 1 & la
lista che simula I'urna mentre la lista 2
quella che contiene gli elementi
dell’estrazione. La prima istruzione del
programma cancella gli eventuali valori
memorizzati nella Lista 3 tramite il
comando ClrList che si trova scorrendo il

menU PRGRM (sHFT) (1,2) (ARS) (2,3) nella

sezione CLEAR (F1)(1,1), (F3)(1,3)(ClrList).

Le variabili L,U corrispondono agli
estremi dell’intervallo considerato.

Il ciclo While ([sHF) (1,2) (2,3) [
(1,1) (COMMAND)) serve a controllare
che il valore minimo dell’intervallo delle
decine considerate non superi il valore di
981. Il comando < si trova nel menu
PRGRM (1,2) (2,3), nella
sezione RELATNL (F3](2,3).

Il comando Sum: [P (2,2) (F1)(1,1)
(Fe)(1,6) (F6)(1,6) (F1)(1,1) consente di
contare il numero degli elementi della
List2 che sono maggiori di L e minori di U.
Infatti, i comandi List2> L e List 2< U,
insieme alla variabile logica And:

(V) (2,2) (Fe)(1,6) (Fe)(1,6) (F4)(1,4)
diventano un operatore logico che
assume il valore 1 nel caso in cui ci sono
elementi che verificano la condizione
richiesta. Il comando Sum somma
dunque tutti gli eventuali valori 1 che
sono calcolati. Il valore ottenuto ad ogni
passo viene salvato nella Lista 3.

Per andare a capo, utilizzare il tasto
(Ex§(9,5). Dopo aver inserito i comandi,
premere pill volte il tasto (EXIT)(3,4).

B

=—— (CONTAT ==
ClrList 3¢
0O->Le

9->U«¢

1»>Je

ral
While L<(Dim List 1-9]
INNTIISEARCH MENU CHAR

E|

=———— (CONTAT

?hile L<(Dim List 1-9
(_I

Sum ((List 22L) And (
List 2<U))->List 3[J]¢
el

L+10->L¢
INNIISEARCH MENU CHAR

El
L+10->L¢
U+10->U¢
J+1->J¢
(_I
WhileEnd¢

2]
INNTIISEARCH MENU CHAR

CONTAT =
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Passo #3 B
List 1 | List 2 | List 3 | List 4

Dopo aver eseguito il programma con il SUB
tasto (F1)(1,1)(EXE), si torni al Men 1 s« 0
Principale con il tasto (iEN))(2,4). 2 2 875 0
Selezionando la modalita Statistics(?) e 3 3 866 0

S . . 4 4 739 0
possibile visualizzare gli elementi 1
Contenuti ne“e |iste prodotte. GRAPH CALC TEST INTR DIST @

La Lista 3 generata dal programma CONTAT contiene il numero di elementi della Lista
2 che appartengono alla stessa decina. Scorrendo la Lista 3 ottenuta in nell’esecuzione
del programma con i dati riportati in figura®® si pud osservare come List3[38] =2;
List3[74]=2; List3[87]=2.

Cio significa che vi sono due elementi estratti nell'intervallo [370,379], due elementi
nell'intervallo [730,739] e due elementi nell'intervallo [860, 869].

43 La lista 2 contiene gli elementi della stringa riportata nella prima colonna della tabella a p. 75.
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2.3.5 Attivita 5

L’attivita proposta riguarda il confronto tra stringhe binarie prodotte con il lancio
ripetuto di una moneta, stringhe prodotte con la funzione Randint# della calcolatrice,
e stringe create “a caso” da un gruppo di persone.

L’attivita richiede preliminarmente:

1. che ogni partecipante scriva in una tabella con 20 colonne e 1 riga una
successione di teste e croci che, secondo lui, potrebbe essere prodotta da una
successione di lanci di una moneta non truccata.

2. che ogni coppia di partecipanti riporti in una tabella con 20 colonne e 1 riga
I’esito prodotto da 20 effettivi lanci di una moneta non truccata.

3. che ogni coppia simuli con 1’utilizzo della calcolatrice grafica il lancio di una
moneta 20 volte e riporti i risultati in una tabella analoga alle precedenti.

Commento:
Riportiamo di seguito i dati raccolti
Esito dell ’esperimento ideale**:

H
o
H
H
H
N
'—\
w
'—\
o
'—\
ol
'—\
o
'—\
\l
'—\
[0
'—\
©
)
o

T

11

11

9

9

9

13

10

10

9

10

10

9

9

11

12

10

10

||| 4| ojo|4|4|olo[A|A|d| 4| 4| H| -

oA |4 d|o|H|o|o|d|d| A4 o|A| 4|~
—ld|lo|d|lo|d|d|ojo|d|d|o|d|ojo|o|-|d|w
olold|old|H|o|o|d|d|o|o|d|o|H|o|o|o|»
o|—|lo|olo|old|o|d|d|d|ojo|d|o|o|-|o]|o
o|d/d[d|lo|d|o[d|o|ojo|d|o|d|H|d|o|H|o
—HlH|ojolo|H|d|H|o|ojo|o|d|o|H|4d|o|4|~
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10

“4] risultati riportati nella tabella sopra riguardano gli esiti dell’esperimento ideale prodotto dagli
insegnanti del corso “gestire I’incertezza”, svolto a Roma nell’a.a. 2018-19 nell’ambito del progetto
“con la mente e con le mani” dell’Accademia dei Lincei.
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Generiamo ora una stringa binaria pseudo-casuale con la calcolatrice grafica.

moneta (20 lanci). Rappresentare mediante un istogramma il numero di teste e
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croci ottenute.

Attivita 5: Utilizzando la calcolatrice grafica, simulare il lancio ripetuto di una




Passo #1

In modalita Run-Matrix(1) simuliamo
con il comando
RanlInt#(0,1,20)

il lancio di una moneta non truccata,
con possibili esiti 0 ed 1, ripetuto 20
volte.
Il comando RanlInt# si trova scorrendo
il menu [P} (2,2), nella sezione PROB
(F3)(1,3) all’interno di RAND (F4)(1,4).
Assegniamo il risultato ottenuto ad una
variabile di tipo Lista con il comando:
RanInt#(0,1,20)->List 1

| tasti per I'assegnazione ad una lista
sono (=)(5,6) [F)(1,2) (J(1,8). E
necessario specificare da tastiera che ci
si sta riferendo alla List 1 selezionando
il numero (1J(1,8).

Selezionare infine il tasto [EX§(9,5) per
eseguire.

B FhRedfon] ([c)Real
4nt#(0,1,20)->List 1

Ran#| Int [Norm| Bin |List [Samp

B
RanInt#(0,1,20)|

Ran#| Int [Norm| Bin [List [Samp

El
RanInt#(0,1,20)>List>
é0,0,l,0,0,l,0,0,l,OD

Ran#| Int [Norm| Bin |List [Samp

Passo #2

Utilizzando il comando Sum (all’interno
del menu [0PTN) (2,2), scorrendo la
sezione LIST (F1)(1,1)) & possibile
contare il numero di teste ottenute
nella stringa prodotta dalla simulazione
dell’esperimento aleatorio. Una volta
copiato il comando riportato
nell'immagine, si esegua il comando
con il tasto [EXg(9,5).

El

RanInt#(0,1,20)>List>
{0,1,1,1,1,0,0,0,1,1>
Sum List 1 19

H

| Sum |Prod|Cuml]| % [AList[Il=
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Passo #3

Tornare al Menu principale mediante
il tasto (MENU)(2,4). Raggiunta la
schermata riportata in figura,
selezionare la modalita Statistics (2)

B MAIN MENU

1

iz i

Run-Matrix "Statistics® eActivity Spreadsheet

XYYz 7 = H
T3 6] an= &
2568 An+B

Graph Dyna Graph Table Recursion

&5 ax-bx Al <o B =8
«c=0 [ oF Nt

ConicGraphs Equation ] Program  Financial v

Passo #4 El
List 1 | List 2 | List 3 | List 4
Selezionare il tasto [F1)(1,1)GRAPH e SUB
successivamente (F6)(1,6)SET per ln 4]
stabilire le impostazioni del grafico della 2 1 1
List 1 che si vuole realizzare. 3 1
4 0
O

(GRAPHT](GRAPH)(GRAPH3 R
Passo #5 E

StatGraphl
Inserire le impostazioni indicate Gr ap Type :Hist
nell'immagine. Per spostarsi, si utilizzi il XList :Listl
cursore. Er(lequelﬂgyk :él)ff
Al fine di realizzare un istogramma, si 0 or 1n :

Hist Area :Blue/L

devono modificare le impostazioni di
Graph type e selezionare Hist
([Fe)(1,6) [F1)(1,1)). Modificare le
impostazioni, si selezioni il tasto il [Exg
(9,5).

HistBorder :Black
[Hist )MedBox][ Bar J[N-Dist]Brokenl > ]

Passo #6

Selezionare il tasto (F2)(1,2) per
realizzare I'istogramma.

Con il tasto (9,5) si esegueil
comando.

B

silHi stogram Setting

Width:0.112
Draw: [EXE]

(GRAPH1]|GRAPH2J(GRAPH3| AN

(
[ SET
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Passo #7 El

15

Di fianco é riportato il grafico,
rappresentante il numero di teste e
croci ottenute mediante la simulazione
fornita dalla calcolatrice grafica.

0

1-VAR

E possibile costruire un programma che esegua pitl volte 1’esperimento del lancio di
una moneta in maniera automatica.

Passo #8 El
MONETA =i

Il programma MONETA realizzato in [?=>N¢
modalita Program(B) richiede ininputil | | 22T«
numero N di lanci che si vogliono For 1-»1 To T¢ )
effettuare ed il numero T di esperimenti Ean Int# (0 1, N)->List 1
che si vogliono ripetere. Sum List IoList T+1[I
Al termine dell’esecuzione, sono SOIITISEARCH] MENU CHAR
prodotte T+1 Liste. Le prime T liste
memorizzano i risultati del lancio di una E
moneta N volte; la T+1esima lista =—— MONETA =7
contiene il numero di teste ottenute ad ¢ . .
ogni ripetizione dell’esperimento. ?L"n List I-List T+1 [ I

Nexte¢

d

I

IRG]ISEARCH] MENU CHAR

In modalita Statistics muovendo il cursore € possibile visualizzare tutti gli elementi
della List 1. In questo modo & possibile riflettere sulle proprieta della sequenza binaria
ottenuta dal lancio ripetuto di una moneta.

Riportiamo gli esiti dell'esecuzione del programma MONETA con il dato in input
N=20, T=20:

N
w
'—\
o
|_\
|_\
|_\
N
|_\
w
H
~
H
()]
H
(o))
|_\
\‘
|_\
[e0)
[EEN
©
N
o

T
11
11
9
7
9
9
12
13

RlR|olkr|lrlololkr|kr
olo|lo|r|lo|lr|lolo|ln~
Rlo|o|lkr|rk|lo|lkr|k|lu
Rl |lo|lo|lolo|lolo|lo
RlR|lR|lolololrlo|w
OlrR|r| o|lr|lolr ol
RlR|R|lo|lrlrlolo|o

o|lo|lr|r|lolrlo|r
RlRk|Rrlololololr
RlR|lolk|lolkrlol-
Rlo|lkR|lkr|lolkrlrlo

elleliell JlNell NN ol Ne)
PP OIRFR POl
RO, OO |IF|F
OO, OO O|F|F
ORI ORI OO|Fr|F
PP OIOIFR, OO
RPIOIO|IO|IFR, OOk
PP OIOCOIFRL Ol
ORI, OIOoO[Fr|—L,|O

Qo
—_



1{1/1/20;0/0{2j0/0 O (2 |2 |0 |21 |21 |1 |1 |O |O |11
1{1/042|0;0/0j2j0f0 |2 (O O |21 |O |O |1 |21 |21 |O |9
i{12;0/0/0y2y2¢2j2/0 2 (0O |0 O |1 |0O |1 |O |1 |O |10
1{1;042y2;2,0j0;042 2 O OO |1 |1 |O |O |O |1 |10
1{0j1y2}j2y22j2}j242 2 12 |12 |1 |0 |0 |0 |1 |1 |O |15
oj1{12;0/0}j12y2/0{2j12 {2 {0 (O (O O 2 |2 |2 |21 |1 |12
oj0y12/0;0y12/0y2¢2y12 {0 (O (2 (O 2 (2 O 0O |21 |1 |10
ojojo(0j0}0{2/0{2}j1 (2 (0O (0O 2 (2 (0 02 |2 |1 |9
1{1/042/0;0/0fj2}12/0 |2 |2 (O |O |O |21 |O |O |1 |O |9
10142012 /2j0;040 (O (O |2 |O |O |O |1 |1 |O |O |8
1{1/1/2/0;12/0j0j0fO0O O (O |2 |O |O |21 |O |O |O |O |7
of0f1y12y2y2/0/0/02 0 |0 12 1 |2 (1 |1 |0 |1 |0 |11
Commento:

Ci possiamo chiedere, alla luce degli esperimenti effettuati, se siamo in grado di

distinguere, in base a “qualche caratteristica”, i tre insiemi di stringhe riportati nelle

differenti tabelle all’interno di questa attivita.

Ci riferiamo alle tabelle contenenti gli esiti dell’esperimento del lancio ripetuto di una

moneta ideale (cfr. p. 77), reale (cfr. p. 78) e simulato con la calcolatrice (cfr. p. 81).

In ognuna delle tabelle é indicato in una colonna il numero di teste presenti in ciascuna

stringa.

Osservando la percentuale di teste e di croci, non siamo in grado di distinguere le

stringhe a seconda dei metodi con cui sono state prodotte.

Infatti, in tutte e tre i casi, il numero di teste e croci all’interno di una stringa risulta

essere presente all’incirca nella stessa proporzione.

Nella tabella delle stringhe prodotte da un esperimento ideale, si puo osservare di

frequente esattamente lo stesso numero di teste e di croci.

Si presti attenzione alla presenza di sequenze ripetute di simboli di lunghezza quattro.
Esperimento ideale

Esperimento reale Esperimento simulato

TTTT CCcCC TTTT CCcCC TTTT CccCC
NO NO NO NO Sl Sl
NO NO NO N| Sl NO
NO NO NO NO NO Sl
NO NO NO Sl NO Sl
NO Sl NO Sl Sl Sl
NO NO NO Sl Sl NO
NO NO Sl NO Sl NO
NO NO NO NO Sl NO
NO NO NO Sl Sl NO
NO NO NO NO NO NO
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NO NO NO N Sl NO
NO NO NO Sl NO NO
NO NO N NO Sl NO
NO NO Sl NO Sl Sl
Sl NO Sl Sl NO NO
NO NO NO NO NO Sl
NO NO Sl NO NO NO
NO N NO NO NO Sl
NO NO NO NO Sl Sl
NO Sl NO NO Sl NO

Le stringhe prodotte dall’esperimento reale e da quello simulato, hanno “alcune
caratteristiche” in comune, che non sono condivise dalle stringhe prodotte dai
partecipanti nell’esperimento simulato. In particolare, queste ultime contengono molte
meno sequenze ripetute di simboli di lunghezza quattro rispetto a quelle prodotte dalla
calcolatrice e dal lancio della moneta.

Spesso a livello intuitivo si considerano aleatorie stringhe i cui simboli non rispettino
particolari regolarita. Probabilmente nel tentativo di evitare la formazione di schemi
nella disposizione, & presente nelle stringhe generate dagli esperimenti ideali
un’alternanza dei simboli T e C con maggiore frequenza rispetto alle stringhe riportate
nelle altre tabelle. Sono rari i casi in cui ci sono evidenti raggruppamenti di simboli.
Effettuando calcoli elementari & possibile calcolare la probabilita che ci siano ci siano
determinati raggruppamenti di uno stesso simbolo (1 o 0) in una stringa aleatoria.

Di seguito calcoliamo la probabilita che ci sia un quartetto di teste (o di croci)
all’interno di una stringa binaria.

Definiamo I’evento A={c’¢ un quartetto di 1}. Se si considera una stringa di lunghezza

4, il calcolo é ovvio: P(4) = 214

Consideriamo una stringa di lunghezza 5. Definiamo gli eventi E; = {si ha un quartetto
di teste nell’intervallo I;} per i=1,2 dove I, = [1,4],1, = [2,5].
Utilizzando la formula (12), cfr. p. 40, e possibile calcolare la probabilita P(A) che ci
sia un quartetto di teste:
1 1 1 2 1

P(A) = P(Ey U E;) = P(E) + P(E) —P(EsNEx) = p+ 3~ o5 = 73— o5
Il calcolo diventa mano mano piu complicato quando si considerano stringhe piu
lunghe. Si deve infatti tener conto delle varie intersezioni.
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Il programma CONTA consente di valutare se ci sono dei quartetti all’interno di una

stringa binaria generata dal lancio ripetuto di una moneta.

In figura sono riportate le istruzioni del
programma CONTA.

Le istruzioni CrlList consentono di
rimuovere eventuali valori memorizzati
nelle liste 1,2,3.

Dopo aver preso in input il valore N, il
programma assegna ad una variabile di
tipo lista List1 gli esiti della simulazione
del lancio ripetuto di una moneta N
volte.

B

CONTA =—7
ClrList 1¢
ClrList 2¢
ClrList 3¢
?->Ne
RanInt#(0,1,N)>List 1

el
| Min | Max [Mean| Med [Augnent/BRE3

All'interno del ciclo For sono sommati,
ad ogni iterazione, i valori contenuti in
un quartetto di elementi della lista 1. Il
valore sommato viene memorizzato
nella Lista 2.

Al termine del ciclo For sono
memorizzati rispettivamente il valore
massimo e minimo della Lista2 (tramite i
comandi Max e Min) nella Lista 3.

Se, una volta eseguito il programma, il
primo elemento della lista 3 € 4, allora
nella Lista 1 € presente un quartetto di
teste (simbolo 1). Se il secondo
elemento della Lista 3 € 0, nella Lista 1 &
presente un quartetto di croci (simbolo
0).

CONTA =

For 1-1 To N-4¢

el

List 1[I]+List 1[I+1]
+List 1[I+1]+List 1[I
+3]->List 2[1]¢

Nexte |
| Min | Max [Mean| Med [Augment/Il=S]
B

=== (0ONTA
+3]->List 2[I]¢

Next¢

Max(List 2)->List 3[1]

el
Min(List 2)-»>List 3[2]
el
| Min | Max [Mean| Med [Augment/IID=3]

Selezionando la modalita Statistics(2)
possibile visualizzare gli elementi
memorizzati nella Lista 1, 2 e 3. Per
realizzare I'immagine e stato eseguito il
programma inserendo in input N=20.

Come si puo osservare, dagli elementi
della Lista 3 sappiamo che, la
simulazione del lancio ripetuto 20 volte
di una moneta, ha generato in questo
caso una stringa binaria contenente
almeno un quartetto di teste e non
contenente quartetti di croci.

B Rad(Nornl) [d/c]Real

List 1 | List 2 | List 3 | List 4
SUB
1
2 1 2 1
3 0 2
4 1 4

1
(GRAPH] CALC / TESTJ INTR J DIST /I=
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Capitolo 3

Alcune caratteristiche delle sequenze binarie

In questo terzo capitolo si intende analizzare alcune delle caratteristiche delle sequenze
binarie. A differenza dei capitoli precedenti, sono studiati oggetti di lunghezza
illimitata.

Nel primo capitolo sono gia stati osservati alcuni risultati relativi alle sequenze binarie.
In particolare, si é introdotto il teorema di Van der Waerden e si € visto, cfr. p. 21,
come il suo enunciato sia valido non solo per stringhe ma anche per sequenze binarie.
Inoltre, sempre nel capitolo 1 (cfr. p. 35), si € osservato come non sia possibile generare
ogni sequenza binaria tramite 1’utilizzo di una macchina di Turing.

Si propone un percorso che, attraverso I’analisi storica di alcune teorie formulate nella
seconda meta del Novecento da matematici quali Kolmogorov, Solomonoff, Martin L6f
ed altri, porta alla definizione di alcune caratteristiche molto interessanti delle
sequenze binarie.

Approfondiremo innanzitutto la nozione di complessita algoritmica, la quale consente
di confrontare oggetti di lunghezza illimitata come le sequenze. A partire dalla sua
definizione, e possibile introdurre la nozione di sequenza incomprimibile. Un terzo
concetto approfondito in questo capitolo é quello delle sequenze tipiche.

Come si dimostra con il teorema di Levin-Schnorr-Chaitin, cfr. p.104, il concetto di
sequenza tipica € equivalente a quello di sequenza incomprimibile.

La tipicita, cosi come 1’incomprimibilita sono teorie formulate nell’ambito della
ricerca di una definizione matematicamente accettabile di sequenza “random ”. Poiché
si ritiene che tale discussione rischi di trascendere il campo della matematica per
invadere quello della filosofia, si & deciso di non approfondire questo aspetto nella tesi
e di rimandarlo all’ Appendice, cfr. p.108.

All'interno del capitolo sono inserite alcune attivita realizzate con la calcolatrice
grafica.
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Le attivita hanno come principale scopo quello di fornire uno strumento che consenta
di illustrare sperimentalmente alcuni dei concetti analizzati.
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3.1 La complessita algoritmica: cenni storici

Il concetto di complessita algoritmica, legato all’idea di incomprimibilita delle
sequenze binarie, e stato proposto per la prima volta all'incirca negli anni '60. In ordine
cronologico, i matematici che se ne sono occupati sono Ray Solomonoff, Andrej
Kolmogorov e Gregory Chaitin.

Ray Solomonoff (1926-2009)*°

Figlio di immigrati ebrei russi, nasce a Cleveland, in Ohio, il 25 luglio 1926. Dopo
essersi diplomato presso la Glenville High School nel 1944, entra nella Marina
Militare degli Stati Uniti come Istruttore di Elettronica. Frequenta I’Universita di
Chicago, dove si specializza in fisica nel 1951. Qui segue i corsi di Rudolf Carnap ed
Enrico Fermi.

Nel 1952 conosce Marvin Minsky e John McCarthy con i quali inizia ad interessarsi
di intelligenza artificiale. Nel 1956 Solomonoff ¢ tra i 10 partecipanti alla Dartmouth
Summer Research Conference, a seguito della quale I’Intelligenza Artificiale viene
riconosciuta come Scienza.

Nei suoi studi, egli cerca di fornire una nuova definizione di probabilita di un evento
svincolata da quella di frequenza (intesa quest’ultima come rapporto tra risultati
favorevoli e il numero totale di prove effettuate).

Nella sua pubblicazione del 1960 “A preliminary report on a General Theory of
Inductive Inference”, ed in modo pit completo nelle sue pubblicazioni del 1964, “A
Formal Theory of Inductive Inference Part I, Part /I Solomonoff giunge ad una
definizione che egli chiama "Probabilita algoritmica".

Nell’articolo pubblicato nel 1960 Solomonoff introduce I'idea di base della teoria della
complessita algoritmica:

“Si consideri una sequenza molto lunga di simboli... Diremo che una simile sequenza
e “semplice” ed ha una elevata “probabilita a priori”, se esiste una descrizione molto
breve di questa sequenza — utilizzando, ovviamente, un qualche metodo di descrizione
Stabilito”.*®

4 (Vitanyi, s.d.), pp. 89-92
46 (R.Solomonoff, 1960)

87



Nel 1965 il matematico russo Kolmogorov, non ancora a conoscenza dei lavori di
Solomonoff, pubblica in maniera indipendente idee simili. In seguito, Kolmogorov
stesso riconoscera la validita dei lavori di Solomonoff.

“Sono giunto a conclusioni simili [a quelle di Solomonoff] prima di venire a
conoscenza dei lavori di Solomonoff nel 1963-1964 4

Nonostante cronologicamente Solomonoff abbia introdotto per primo il concetto di
complessita algoritmica, il consenso generale della comunita scientifica attribuisce la
complessita a Kolmogorov, il quale ha fornito contribuiti decisivi alla sua definizione.

Andrej Kolmogorov (1903-1987)*8

Nato a Tambov, in Russia, il 25 aprile del 1903, é cresciuto principalmente con la
famiglia materna. Nel 1920 intraprende gli studi presso 1’Universita statale di Mosca,
dove si interessa a numerose materie, seguendo diversi corsi tra cui quello di
metallurgia e quello di storia russa.

Nel 1922, non ancora laureato, trova risultati interessanti sulle serie di Fourier e cio
gli conferisce fama mondiale.

Nel 1925 consegue la laurea presso 1’Universita di Mosca; nello stesso anno inizia
un’intensa attivita di ricerca che lo porta a pubblicare 8 articoli. Quattro anni piu tardi,
nel 1929 consegue il dottorato.

Nel 1933 pubblica la sua monografia sulla teoria della probabilita intitolata “Concetti
fondamentali sul calcolo delle probabilitd” in cui introduce un’assiomatizzazione
rigorosa di tale disciplina.

Successivamente, Kolmogorov ottiene nel 1938 una cattedra all’universita di Mosca e
nel 1939 viene accolto come membro dell’ Accademia delle Scienze dell’URSS.
Durante la sua carriera ha ottenuto la laurea ad honorem in molte universita
(Stoccolma, Varsavia, Parigi) e differenti premi prestigiosi, come il Premio Balzan
(1962) e il premio Lobacevskij (1987).

Nel corso dei suoi studi, Kolmogorov lavora dapprima alla nozione di complessita per
sequenze di lunghezza finita. Durante il convegno della Societa Matematica di Mosca,
egli descrive ’essenza del ragionamento alla base di cio che portera alla definizione
di complessita algoritmica:

47 (Kolmogorov, Logical basis for information theory and probability theory, 1968)
48 (Mac tutor, s.d.); (Vitanyi, s.d.) pp. 88-91
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“Spesso si ha a che fare con sequenze (finite) di simboli molto lunghe. Alcune di esse,
ad esempio le sequenze i cui simboli appartengono ad una tavola logaritmica a 5 cifre,
consentono una semplice definizione logica e quindi potrebbero essere ottenute dal
calcolo (anche se a volte non immediato) di un modello semplice [...]. Altre [sequenze]
sembrano non ammettere nessun modo "legittimo™ sufficientemente semplice per
costruirle. Si suppone che questo sia il caso di sequenze piuttosto lunghe i cui simboli
appartengono ad una tabella di numeri aleatori [...] Sorge la questione di costruire
una teoria matematica rigorosa per tenere conto di queste differenze di

comportamento”. *

Gregory Chaitin (1947- 72 anni)*°

Nato il 25 giugno 1947, Gregory John Chaitin € un matematico e informatico
argentino.

Dopo aver frequentato la Bronx High School of Science di New York, si iscrive presso
il City College, nella stessa citta.

E qui che a soli 18 anni, nell’autunno del 1966, scrive due articoli destinati alla

pubblicazione, entrambi riguardanti la complessita.

Continuando i suoi studi, nel 1969 riesce a dimostrare in maniera autonoma
I’invarianza della complessita algoritmica rispetto alla macchina di Turing scelta.
Relativamente ai risultati da lui ottenuti afferma:

“Questa definizione [della complessita di Kolmogorov] e stata proposta in maniera
indipendente intorno al 1965 da A.N. Kolmogorov e da me [...]. Sia io che
Kolmogorov non eravamo a conoscenza delle proposte fatte nel 1960 da Ray
Solomonoff. ~°1

Un interessante risultato raggiunto dal matematico argentino é quello di aver definito
la Costante di Chaitin, cfr. p.104.

49 (Kolmogorov, Societa Matematica di Mosca, 1963)
%0 (Vitanyi, s.d.), p. 92
51 (Chaitin, 1992)
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3.2 La comprimibilita e la complessita algoritmica

Prima di introdurre la definizione di complessita algoritmica (e quella di
comprimibilita) per sequenze binarie sono presentate una serie di osservazioni relative

alle stringhe.

Se si considera una stringa finita, questa puo essere descritta elencando ogni singola
cifra che la compone oppure, in alcuni casi, possono essere utilizzate scritture piu

compatte, ottenute attraverso specifici algoritmi.

Attivita con la calcolatrice grafica

Di seguito sono riportati alcuni esempi di programmi, realizzati con la calcolatrice
grafica. In tutti e tre i programmi, "LISTAUNO", "LISTADUE", "LISTATRE" sono
generate particolari stringhe binarie.

L'intento é quello di fornire esempi di come sia possibile compattare la descrizione di

una stringa con un programma.

Il programma LISTAUNO genera una
stringa di lunghezza 999 i cui simboli
sono tutti uguali ad 1.

La stringa € memorizzata nella variabile
di tipo lista List1.

B

=——| | STAUNO==——{
For 11 To 999¢
1-List 1[I]¢
Nexte<¢

SOIRT]| SEARCH] MENU CHAR

Il programma LISTADUE genera una
stringa binaria di lunghezza 999 in cui si
alternano i simboli 1 e 0.

B

=————1STADUE

For 1»1I To 10 Step 2¢
1-List 1[I]¢

0O->List 1[I+1]¢

Nexte¢

B

E sempre possibile descrivere una stringa con un programma. L’esempio SUCCESSiVO

mostra pero un programma che non riduce la complessita della stringa.
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Il programma LISTATRE genera la stringa ]
binaria 1001011100. =——LSTATREE————F
1>List 1[1]¢
0»>List 1[2]¢
0»>List 1[3]¢
1-List 1[4]¢
0»>List 1[5]¢
1-List 1[6]
IO GI(SEARC
El
=—=—VL ISTATREEE————T
1>List 1[6]¢
1>List 1[7]¢
1>List 1[8]¢
O->List 1[9]¢
0>List 1[10]¢

| primi due programmi permettono di costruire liste arbitrariamente lunghe senza
variare il numero delle istruzioni. La lunghezza del programma LISTATRE aumenta
con I’aumentare della lunghezza della stringa e non puo costituire una descrizione
compatta.>?

L’idea alla base della comprimibilita e quella di condensare 1’informazione necessaria
per generare una stringa 0 una sequenza in un programma codificato in una stringa
molto piu breve.

Definizione 2.1:

Una stringa binaria w di n bit (Jw|=n) si dice comprimibile se é stata generata da un
meccanismo descrivibile mediante una stringa v di m bit con m molto piu piccolo di n.
La stringa v rappresenta la compressione della stringa w.

Se si considera la stringa binaria “ordinata” 111... 1 composta da 10 000 copie della
cifra 1, essa puo essere descritta dal programma “stampa 1, 10 000 volte.” La stringa
di 10 000 bit ha cosi una descrizione che necessita poco piti di log, 10.000 ~ 14 bit.*

Per molte stringhe non & possibile fornire una descrizione pit compatta se non quella
di descrivere cifra per cifra gli elementi che le compongono (come nel caso del
programma LISTATRE).

52 Si osservi che il metodo usato per costruire LISTATRE non si puo estendere ad una lista infinita.
%3 ]og, 10.000 ¢ il numero di cifre necessario per rappresentare 1’intero 10.000 in base 2(Cfr.p.10)
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Nel seguito, ci riferiremo a stringhe (o sequenze) che non sono descrivibili in maniera
efficiente mediante un programma con il termine di incomprimibili. Piu avanti ne
daremo una definizione formale.

La definizione della complessita algoritmica e intuitivamente legata alla lunghezza del
programma piu efficiente in grado di descrivere tutti gli elementi di una stringa (o di
una sequenza) binaria.

Utilizzando le macchine di Turing é possibile formalizzare il concetto.

Sia U una macchina universale di Turing e sia w una stringa in {0,1}*. Si indichi
I’input della macchina di Turing con la stringa p in {0,1}* (I'output & dunque
corrispondente a U(p)). Il simbolo |p| rappresenta la lunghezza (in bit) della parola p.

Definizione 2.2 (Kolmogorov-Chaitin)
La complessita descrittiva o algoritmica K, (w) di una stringa w rispetto alla macchina
U e data da:

Ky (w) = { se =dptcU(p) =w

(0]
min{|p|: U(p) = w} altrimenti (30)

Dunque, la costante K (w) corrisponde alla dimensione del piu piccolo input p €
{0,1}* necessario alla macchina di Turing U per far si che sia generata la stringa w.
La complessita algoritmica “quantifica la complessita” di una stringa rispetto al
metodo di descrizione.

Il sequente teorema mostra come la definizione di complessita algoritmica sia
universale e non dipenda dalla macchina di Turing rispetto a cui é calcolata.

Teorema 2.1 (Teorema di invarianza)®*
Sia U una macchina universale di Turing, allora per ogni macchina universale di
Turing U vale:

Ky(w) < Kg(w) + ¢ vw € {0,1} (31)
dove c € una costante indipendente da w.

Dimostrazione:

Sia U(q) = w e si definisca sy come il programma che simula la macchina U nella
macchina U: U(sgq) = U(q) = w.

L’input p € cosi tradotto come: p = Sq . Esso ha lunghezza |p| = |Sg| + |q]|
Definendo Cy = |Sg| si ha

% (Volchan, Gennaio 2002), pp. 56-57
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K = < N = K= _
o) = min Ipl< min (lal+cp) = Ko@) +cp

Per la complessita algoritmica vale la seguente proprieta®:
| Ky, W) = Ky, W)| < ¢ = c(Uy, Uy) vw e {01, VU, U,  (32)
Con U, , U, macchine universali di Turing.

Allora, per il teorema 2.1 e per (32) e possibile fissare una volta per tutte la macchina
universale di Turing U e scrivere K(w) = Ky (w).

Ricordando quanto osservato negli esempi con la calcolatrice a p. 90 e tenendo conto
della definizione di complessita algoritmica (cfr. def. 2.2, p. 92) si comprende
facilmente che, stringhe in cui i simboli non sono distribuiti secondo particolari
regolarita, hanno “alta complessita”.

Esempi di questo tipo sono forniti dalle stringhe generate da esperimenti aleatori (Cfr.
Capitolo 2, p.53).

La seguente proposizione mostra come esistano poche parole a “bassa complessita”.

Proposizione 2.2:
#HweZ:Kw) < k}<2 (33)

Dimostrazione:®®
Si possono listare tutti i programmi di lunghezza minore di k ordinati in maniera
crescente:
A, 0,1,00,01,10,11,...,111 ... 11

Il totale degli elementi listati € di:

14+2+4+-+2K1 =2%— 1 programmi.
Infatti k-1 28 = 2k-1+1 _ 1,
Poiché ogni programma genera al massimo un output per ogni input, otteniamo

I’enunciato. ]

Ricordando la definizione di stringa comprimibile (cfr. def. 2.1, p. 91), segue dalla
Proposizione 2.2 che la maggior parte delle stringhe a simboli in £ = {0,1} non sono
comprimibili.

%5 (Volchan, Gennaio 2002),p. 57
%6 (Volchan, Gennaio 2002), p. 57
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Come osservato nel capitolo 1, (cfr. p. 35) non tutte le sequenze binarie possono essere
generate da una macchina di Turing. Cio comporta che la definizione 2.2 a p. 92 non
possa essere automaticamente estesa alle sequenze.

Si e cercato di definire la complessita algoritmica di una sequenza a partire dalla
complessita dei prefissi iniziali. Con il termine prefisso ci riferiamo ad un numero
finito di simboli che si trovano all’inizio di una sequenza.

Definizione 2.3:
Una sequenza x € XN & incomprimibile se esiste una costante ¢ tale che:
K(x(n))=n—c vn (34)

dove x(n) = x;x, ... x,, € il prefisso iniziale di lunghezza n della sequenza x.

Il matematico svedese Per Martin-L6f>" ha perod osservato che non esistono sequenze
binarie incomprimibili secondo la definizione 2.3.

Teorema 2.3(Martin-Lof)*®
Se f:N — N e una funzione computabile che soddisfa:
Y=g 270V = oo (35)

Allora, per ogni sequenza binaria x = x,x, ... abbiamo:

K(x(n)) <n-f(n) (36)

per infiniti valori di n.

In particolare, il teorema vale per f(n) =log, n. Cio implica che il valore della
complessita algoritmica per ogni sequenza binaria scende spesso (oscilla) al di sotto di
n — log, n, ossia molto al di sotto della lunghezza di x(n). >

Cio implica che non esistono sequenze binarie che sono incomprimibili secondo la
definizione 2.3 proposta da Kolmogorov.

Per garantire l'esistenza di sequenze incomprimibili e dunque per non incorrere nelle
conseguenze del teorema 2.3 di Martin-L6f, sono state effettuate diverse proposte con
lo scopo di limitare in modo adeguato la classe di algoritmi da prendere in
considerazione. Le principali sono state formulate da Chaitin, Levin e Schnorr.

57 A partire da queste osservazioni e dai suoi studi a riguardo, Martin-L6f sviluppera una propria teoria
che prende il nome di tipicita (Cfr. paragrafo 3.3, p.99).

%8 (Volchan, Gennaio 2002), p. 57. Per la dimostrazione: (Vitanyi, s.d.), pp. 136-137

%9 Si ricordi che log, n & il numero di cifre necessarie per rappresentare un intero n in base 2.
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La proposta riportata in questo paragrafo, che puo essere considerata la pit semplice®,
e quella fornita da Chaitin. L’idea é quella di considerare algoritmi privi di prefisso.

Definizione 2.4:
Si considerino le stringhe x,y € £*. Si supponga che |x| < |y|. Diremo che x €
prefisso di y se esiste una stringa z € X*tale che y = xz.

Esempio 2.3:
Le stringhe 10111 e 101110101 hanno lo stesso prefisso, che corrisponde alla stringa
10111.

Definizione 2.5:
Un linguaggio L < X* & detto privo di prefissi se, per ogni stringa x,y € L, se x €
prefisso di y allora x = y.

Esempio 2.4:%
vn € N I’insieme L = X™ & un insieme (finito) privo di prefissi. Sia A la stringa vuota,
30 = {A}.

Definizione 2.6:

Una Macchina di Turing senza prefisso € una macchina che, dati due valori in input
p,p' €X* (p # p'), converge® per entrambe le stringhe p, p' solo se p e p’ non hanno
un prefisso in comune.

Nel capitolo 1, cfr. p. 25 é stata fornita una definizione di macchina di Turing. Ogni
macchina di Turing definisce una funzione parziale®® ¢:{0,1}* - {0,1}".
Considerando in maniera separati i “dati” dal “programma’®* si ottiene che una
macchina di Turing definisce una funzione parziale ¢: {0,1}* x {0,1}* - {0,1}".

Una macchina di Turing priva di prefisso definisce dunque una funzione parziale
¢:{0,1}* x {0,1}* — {0,1}" in modo che, Vq € {0,1}" la funzione ¢,: {0,1}* — {0,1}"
data da ¢, (p) = ¢(p, q) ha dominio privo di prefisso.

60 (Volchan, Gennaio 2002), p.58

61 (Calude, Information and Randomness, 2002)
62 Cfr. Capitolo 1, p.29

8 Totale se & definita su tutte le stringhe.

64 (Volchan, Gennaio 2002) p. 51
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Per soddisfare una simile richiesta e sufficiente costruire una macchina dotata di un
nastro del programma finito e di un cursore in grado di leggere solo verso destra.®®

LT]{IIU[II{IDU

Figura 9 Macchina di Turing priva di prefisso

Osservazione 2.1:

Una macchina di Turing priva di prefisso, per controllare la convergenza, deve
scansionare tutti gli elementi dell’input p e successivamente pud procedere alla
computazione bit per bit di p. Cio comporta pero che, se p € £* ha lunghezza |p| = n,
per computare I’output w la macchina necessita di n + log, n bit (dove il costo log, n
e dovuto alla scansione iniziale della stringa p di lunghezza n). Utilizzando algoritmi
privi di prefisso, la macchina non deve effettuare la scansione iniziale, riducendo il
costo a n bit.

Cio motiva la sostituzione della definizione di complessita di Kolmogorov con la
seguente.®

Definizione 2.7: Complessita di Chaitin
Se U e una macchina universale di Turing priva di prefisso, allora si definisce la
complessita di Chaitin Cy(w) di una stringa w rispetto a U é data da:

Cy(w) = min{|pl:U(p,4) = w} @37)

La definizione 2.7 é analoga alla definizione 2.2, con la differenza che questa volta si
stanno considerando algoritmi senza prefisso.

Come conseguenza del teorema invarianza, € possibile fissare una macchina universale
e dichiarare che la complessita di w é C(w) = C,(w) .

A questo punto e possibile sostituire la definizione precedente con quanto segue.

6 (Volchan, Gennaio 2002) p. 52.
% (Volchan, Gennaio 2002), p. 58
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Definizione 2.8:
Una sequenza x in £V & incomprimibile quando esiste una costante c tale che:
C(x(m)=n-c (38)

Per ogni n dove x(n) = x,x; ... X,,.

Intuitivamente C(w) corrisponde alla piu breve descrizione della sequenza w.
Il grande vantaggio tecnico di lavorare con gli algoritmi senza prefisso deriva dal fatto
che per essi vale la disuguaglianza di Kraft (1949).

Proposizione 2.2 (Disuguaglianza di Kraft)®’
Ogni linguaggio senza prefisso L in {0,1} soddisfa:
Ywer 27 <1 (39)

A questo punto non si incorre piu nelle contraddizioni evidenziate da Martin-Lo6f.

57 (Calude, Information and Randomness, 2002), p.59
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3.3 La tipicita

La tipicita & l'ultima caratteristica di una sequenza binaria che prendiamo in
considerazione.

In questo paragrafo vogliamo definire le sequenze prive di “caratteristiche
eccezionali”, o sequenze tipiche.

Queste sequenze, dal punto di vista della teoria della misura riempiono un insieme il
cui complementare € un insieme di misura nulla.

Cominciamo da una definizione “ingenua” di sequenza tipica, elaborata da Jean-Ville,
e cerchiamo di spiegare le ragioni per cui e necessario affinarla.

Jean-AndréVille (1910-1989)%

Noto come Jean-André Ville o anche solamente André Ville, nasce il 24 giugno 1910
a Marsiglia.

Dopo aver frequentato il liceo Stiers a Marsiglia studia presso dell'Ecole Normale
Supérieure della stessa citta, dove entra nel 1929. Durante la sua carriera scolastica e
studente di Maurice René Fréchet.

Studiando la tesi della stocasticita di Mises-Wald-Church, Jean Ville individua alcune
criticita®.

Tali osservazioni sono raccolte in un lavoro da lui pubblicato con il nome di “Etude
Critique de la notion de Collectif”. In particolare, Ville critica il fatto che von Mises
aveva considerato sequenze che soddisfacevano una singola legge di probabilita: nasce
cosi I’idea di fornire una definizione di sequenza che deve soddisfare un insieme di
leggi.” Simili sequenze saranno dette tipiche.

In questo paragrafo sono analizzati i contribuiti di Jean Ville alla definizione di
sequenza tipica.

Prima fornirne la definizione & necessario precisare lo spazio su cui si sta lavorando e
come é definita la probabilita su di esso. Introduciamo pertanto la misura di Bernoulli
inzN,

88 (Vitanyi, s.d.), p.87
8 Cfr. Appendice, pp. 103
0 (Volchan, Gennaio 2002)
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3.3.1 Misura di Bernoulli in TN

. . . . .11 . -
In questo paragrafo introduciamo la misura di Bernoullt(;,;) per le sequenze binarie.

Si ricordi che =N ha cardinalita piti che numerabile.
Sia x un numero reale, 0 < x < 1. Tale numero puo essere rappresentato come x =

Zn’;—z dove x, x, ... € una sequenza di elementi tali che x; € £ = {0,1}.

Per i numeri razionali diadici, ovvero i numeri della forma k2~ sono ammesse due
possibili sequenze’, scegliamo in questo caso quella con infiniti O finali.

Associando ad ogni x € [0,1) I’espansione binaria x;x,x5 ... tale che x = Zn’;—z
possiamo identificare le sequenze binarie non definitivamente uguali a 1 con i numeri

reali dell’intervallo [0,1). Ad 1 associamo 1’espansione binaria 11111...

Esempio 3.1:

Si consideri la sequenza’® 010101010101010101... A tale sequenza associamo il

Xi 1 1
numero x = an—,‘l = anﬁ =3

.. - . 101 - .
Per definire la misura di Bernoullz(z,;) e necessario introdurre la ¢ —algebra su cui

e definita.

Definizione 3.1: insieme cilindrico (insieme base) "
Siaw € {0,1}" una stringa binaria finita. Si definisce un insieme cilindrico T, come:
L,={xeXNix =wy} (40)

Gli insiemi T, corrispondono agli insiemi di tutte le sequenze con un determinato
prefisso w .

Esempio 3.2:

Sia w il prefisso 100. Allora, T, € I’insieme di tutte le possibili sequenze che iniziano
per 100.

Le sequenze 10000000000000, 100100100100..., 100111111111 ecc. apparterranno
al,.

1 Ad esempio % puo essere rappresentato come 0100... e come 0011... . In generale possiamo
rappresentare un reale x € [0,1) con la sequenza 0 ...0100 ... con k — 1 zero iniziali (e con la cifra 1
seguita da tutti 0) oppure con la sequenza 0 ...011 ... con k cifre iniziali pari a 0 e a seguire tutti 1.

72 Cfr. (Calude, Information and Randomness, 2002), p. 9

3 (Volchan, Gennaio 2002), p. 59
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Si consideri lo spazio campionario O = XN . E possibile definire la misura di
probabilita u = Bernoulli G%) sulla o —algebra di Borel generata dalla famiglia di
tutti gli aperti T, .

Sia Ty,  x, 'insieme cilindrico di tutte le sequenze che hanno come prefisso la stringa
Xy ... X, CON x; € {0,1}, ricordando la definizione™ di Bernoulli(p,q) nel caso p =

q =73 si definisce la misura della classe di sequenze che iniziano per x; ... x,, come

U(Fxl...xn) = (%)n

Si osservi che se A € una stringa vuota, la misura u(T,) = 1.

La misura di Bernoulli(%, %) su 2N corrisponde alla misura di Lebesgue 4 su [0,1]. La

misura di Lebesgue assegna ad ogni intervallo in [0,1] la sua lunghezza.

Si e visto come ogni numero reale in [0,1) puo essere identificato con una sequenza
binaria. Il cilindro I;, puo essere identificato con I’intervallo (0.w,0.w + 27"] C
[0,1] , dove n € la lunghezza di w (J]w| = n). La misura di Lebesgue dell’insieme
cilindrico e dunque A(T,,)) = 27".

Nel seguito, a meno che non diversamente specificato, ci riferiremo alla misura di

Bernoulli G, %)

Con la calcolatrice grafica & possibile, utilizzando il seguente programma, associare
ad una stringa binaria un numero nell’intervallo [0,1). Ovviamente il programma non
puo essere realizzato per sequenze binarie di lunghezza infinita.

Il programma associa ad ogni stringa Ei
binaria di lunghezza n un numero :FSTR INGHEEEA

): . >8d
nell’intervallo [0,1) utilizzando la . .

. -

scrittura X . Eor 11 To Dim List 1
La stringa deve essere inserita in &-Ll-é—s)g(—l 1 [ I ] ) - (2 I ) >Ad
modalita Statistics (2). Next<

>

"4 Per la costruzione cfr. (Vitanyi, s.d.), p.21
S Cfr. p. 46
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STRINGHEEEAA&S

(.I

(List 1[I])+(271)~>A¢
A+85->8¢

Nexte¢

Se¢

B

3.3.2 La definizione di una sequenza tipica

Si hanno a questo punto tutti gli strumenti per fornire una prima definizione di
sequenza tipica.

Definizione 3.2: sequenza tipica secondo Ville
Una sequenza x € tipica se soddisfa tutte le proprieta che si verificano con probabilita
1inzVN,

La definizione 3.2 puo essere riformulata come segue:
Sia {},: @ € I} la collezione di tutti gli insiemi con probabilita 1. Una sequenza x €
2N si dice tipica se:

x € Ny X (41)

Cosi come e formulata, la definizione 3.3. presenta alcune criticita.

Sia x €xN una sequenza binaria qualsiasi e si consideri la misura u=
1

Bernoulli (E’ %)

pu({x}) =0 vx e ZN (42)

Oppure, equivalentemente, u(ZN — {x}) = 1.

Ci0 puo essere dimostrato facilmente tenendo conto di quanto osservato nel paragrafo
precedente.

Infatti, poiché la sequenza binaria x,x,x5.. corrisponde a un numero reale
x nell’intervallo [0,1), & ovvio che la misura di Lebesgue A({x}) = 0 vx € [0,1]. "

S . . . - . . . (11 .
76 E possibile arrivare allo stesso risultato utilizzando la misura di u = Bernoulli (5,5). Sia x =

N expwy N =N s Ty, . Considerando x come
OT

X1.Xn41

X1XpX3 ... CON x; € {0,1}. Allora x =T, N Ty 4,

intersezione numerabile di insiemi cilindrici, dove T, e u(l"xl___xn) < oo, € dunque

1.Xn

possibile definire la misura p(x) = lim U(Toyoxy) = lim (E) = 0.
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Sia x € 2N una sequenza tipica. Dalla definizione 3.2 segue che x €n, Y, . Per
quanto appena dimostrato in (42), dunque si ha che n, Y., = @ . Cio comporta che
non esistono sequenze tipiche secondo la definizione 3.3.

Al fine di ottenere una definizione coerente di sequenza tipica & necessario limitare la
collezione degli insiemi di probabilita 1.”

Il maggiore contributo allo studio delle sequenze "tipiche" é stato fornito da Martin-
Lof. Egli nel 1966 introduce la nozione di insieme di misura effettiva 1.

Martin Lof (1942-77 anni)’®

Nato 1’8 maggio 1942, Per Erik Rutger Martin L6f e un logico, filosofo e statistico
matematico svedese. Egli acquisisce fama mondiale grazie al suo lavoro sui
fondamenti della probabilita, della statistica, della logica matematica e
dell'informatica.

Nel 1964 e 1965, studia a Mosca sotto la supervisione di Andrej N. Kolmogorov.
Interessandosi agli studi che si stavano svolgendo in quegli anni sulle sequenze binarie,
fra cui i lavori di Kolmogorov, Solomonoff e quelli di Ville, pubblica nel 1966
I’articolo “Sulla definizione di sequenze casuali” nel quale giunge ad una definizione
coerente di sequenza tipica.

Per definire una sequenza tipica, egli si serve della definizione di insieme di misura
effettiva 1.
Prima di arrivare ad introdurre tale definizione, richiamiamo alcune utili nozioni.

Definizione 3.3:
Sia u una misura di probabilita su V. Diremo che un sottoinsieme N di =N & u —
nullo se e solo se, per ogni numero razionale € > 0 esiste una sequenza di parole
Wo, Wy, ... in {0,1}" tale che:

1) NcuUpq Ty,

2) Zkal .u(rwk) <e

7 (Volchan, Gennaio 2002),p.59
8 (Vitanyi, s.d.), p. 87
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Definizione 3.4:

Un insieme N e detto effettivamente u — nullo se esiste un algoritmo (cioé, una
macchina di Turing) tale che, per ogni numero razionale € > 0 e per ogni intero non
negativo k, calcola wy, per il quale le condizioni 1) e 2) della definizione 3.3 sono
soddisfatte.

Definizione 3.5:
Un insieme di u — misura effettiva 1 é definito passando al complementare in un
insieme effettivamente nullo.

Definizione 3.6:
Una misura di probabilita u si dice computabile quando, per ogni numero razionale
positivo € e per ogni w € {0,1}", esiste una funzione F computabile con una macchina
di Turing che mappa (e, w) — F(e,w) tale che:

|F(e,w) —pu(ly)l <€ (43)

Esempio 3.3:
La misura 4 = Bernoulli (%%) & computabile. Si ricordi che, per quanto osservato a

p.100, se T, & un insieme cilindrico allora u(T,,) = 2~ .
Con queste nozioni, Martin-L6f ha ottenuto il seguente risultato.

Teorema 3.1 (Martin-L6f)"®
Sia u una misura di probabilita computabile. L'intersezione di insiemi di u —
misura effettiva 1 € non vuota ed é un insieme di misura effettiva 1.

Come conseguenza dal teorema 3.1 si ottiene una definizione di sequenza tipica
coerente: una sequenza x € tipica quando appartiene a tutti gli insiemi di misura
effettiva 1, per una qualche misura computabile. 8

. . (1 1 .
Ovviamente, il teorema 3.1 vale per Bernoulli (E'E)’ essendo una misura

computabile.

Corollario 3.2:
Sia u una misura di probabilita computabile.

% (Volchan, Gennaio 2002). Per la dimostrazione: (Lof, 1966), p.618; (Vitanyi, s.d.), p. 144
8 In appendice & introdotto il Test di Martin-Lof, che consente di valutare se una sequenza é tipica,
cfr. p. 122.
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Una sequenza computabile x in =N & u — tipica se e solo se u({x}) > 0

Osservazione 3.1:
Indichiamo con il simbolo A la misura di Lebesgue definita su [0,1]. Sappiamo che

vxe [0,1] vale A(x) = 0. Ricordando I’equivalenza tra A e Bernoulli(%,%) e avendo

mostrato che quest’ultima € una misura computabile, segue dal Corollario 3.2 che
quasi nessun x in [0,1] e tipico.

Tuttavia, nonostante la maggior parte dei numeri reali non sia tipica, non e possibile
costruire, attraverso algoritmi, un singolo esempio concreto di un simile numero.®

Un interessante risultato dovuto a Chaitin (insieme ai matematici Schnorr e Levin)
mostra ’equivalenza tra la definizione di sequenza tipica e quella di sequenza
incomprimibile fornita nel paragrafo 3.2, cfr. p. 97.

Teorema 3.3 (Levin-Schnorr-Chaitin)®?
Una sequenza binaria x € XN ¢ tipica rispetto alla misura Bernoulli (%,%) se e solose

e incomprimibile.

E possibile definire alcuni numeri reali appartenenti all’intervallo [0,1] che sono tipici
secondo la definizione di Martin-L6f.
Uno dei piu celebri esempi € la costante di Chaitin (0 Numero Omega di Chaitin).

Gregory Chaitin introduce la costruzione di Omega nel 1975, nel suo lavoro “A theory
of Program Size Formally ldentical to Information Theory ™.
La costante di Chaitin é definita come:

= Z{peZ*:U(p,A)<oo} 2—|p| (44)

Dove p € una stringa binaria fornita in input ad una macchina universale di Turing
senza prefisso U.

La somma viene effettuata su tutte le stringhe binarie p per cui la macchina di Turing
U che la riceve in input si arresta (il calcolo converge).

Osservazione 3.2:
La costante Q ha un valore compreso tra0 < Q < 1.

81 (Volchan, Gennaio 2002), p.60
82 (Volchan, Gennaio 2002) p.60. Per la dimostrazione confrontare (Vitanyi, s.d.) pp. 212-213.
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Infatti Q > 0 in quanto esistono alcuni input per cui U si arresta. Essendo la macchina
universale U una macchina senza prefisso, vale la disuguaglianza di Kraft, cfr. p. 97.
Segue cosi che (0 < 1. Poiché U non si arresta per tutti gli ingressi possibili, segue che
Q<l.Daquisiha:0<Q<1.

Spesso ci si riferisce alla costante Q con il termine di “halting probability ”, ossia alla
probabilita che una macchina di Turing universale priva di prefisso U si arresti se
riceve in input una stringa binaria p generata in maniera aleatoria (cfr. p. 55). A tale
proposito, Chaitin afferma:

“/...] Supponiamo che in tutto il mondo ci siano solo due programmi che si arrestino
e che questi programmi, quando tradotti in stringhe binarie, sono 11001 e 101.
Scegliere uno di questi a caso € la stessa cosa che generare in maniera aleatoria due
stringhe binarie. E possibile farlo lanciando una moneta /...] Cosi la probabilita di

. . . o1 1 - .- .
scegliere uno di questi due programmi & =T Ovviamente, nella realta ci sono molti

pitl programmi che si arrestano ed Omega € la somma di molti termini del modulo

1 s 83
2_N["'] .

Per come é costruita, il valore assunto da (2 dipende dalla macchina di Turing U scelta.
Per questo motivo, quando non ci si riferisce ad una specifica macchina di Turing, si
utilizza il termine di “costruzione di Chaitin” per indicare Q.

Proprieta di Q:

e E un numero incomprimibile®.

e Chaitin nel 1975 in “A theory of Program Size Formally identical to
Information theory” dimostra che € un numero tipico e non computabile.
Sebbene non sia computabile, ne é stato stimato il valore:

0,00106502 < Q) < 0,217643%,

e Per ogni macchina universale U, Q e un numero trascendente, non computabile
e normale in [0,1].8

e Nel 2002 sono stati calcolati i primi 64 bit di Q rispetto ad una particolare
macchina di Turing universale U:

83 (G.Chaitin, 2005)

8 (Vitanyi, s.d.),p. 218

8 (Volchan, Gennaio 2002), p.60

8 (Calude, Information and Randomness, 2002), pp. 238-239
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Q = 0.000001000000100000110 ...,
Q =0.00787499699,,
Tali risultati®” sono stati pubblicati nell’articolo “Computing a Glimpse of
Randomness”, da C.S. Calude, M.J. Dinneen, C.K. Shu.

e E un numero trascendente in [0,1] ed & normale rispetto alla base

e Un interessante risultato, collegato alla costante () e stato messo in evidenza da
G. Chaitin stesso nel 1975 in “A4 theory of program size formally identical to
Information theory”: conoscendo i primi n elementi dell’espansione binaria di
Q) (calcolata rispetto ad una macchina di Turing U) é possibile stabilire se, per
ogni p € 2* di lunghezza al pili n il calcolo si arresta (ossia se U(p, A) < 0).8°
A tale proposito Chaitin afferma che “I’applicazione davvero importante di
queste idee é stata la nuova luce che hanno gettato sul teorema di
incompletezza di Godel e sul famoso problema di arresto di Alan Turing”.%°
Si ricordi che Q non & computabile e dunque non e possibile conoscere in
maniera esatta la sua espansione binaria. Indichiamo le prime n cifre
dell’espansione binaria di £ con Q(n).

Da quanto osservato in quest’ultimo punto, Q ha la seguente proprieta:

e Sia B una formula in qualche sistema matematico assiomatico A, e siano
TM (A,B) e TM (A, =) macchine di Turing che controllino se, fo =f, € un
teorema (semplicemente verificando tutte le possibili prove nel sistema). Se &
noto un prefisso iniziale di £, ossia Q(n), abbastanza grande si puo decidere
se B e dimostrabile, non dimostrabile, o indipendente in A.

E possibile stimare quanto & necessario che sia grande un prefisso Q(n)
tenendo conto della dimensione di TM e di S e di quanto sono esprimibili in
maniera compatta.
Una stima ragionevole calcola che una grandezza di circa 10.000 cifre sarebbe
sufficiente a stabilire se casi interessanti come la congettura di Goldbach o I’ipotesi di
Riemann siano un teorema 0 meno. Tuttavia, anche qualora si riuscisse a calcolare un
tale Q(n), il tempo di calcolo t(n) necessario per trovare, a partire da Q (n), tutti i

87 Nell’enciclopedia online delle sequenze di numeri interi “OEIS”, cft. (Sloane, s.d.) sono riportate le
sequenze di cifre dopo la virgola attualmente note. Esse sono catalogate come sequenze A079365 e
A100264 (ci si riferisce rispettivamente all’espansione binaria e all’espansione decimale di ().

8 (Calude, Information and Randomness, 2002), p.239. Per la definizione di numero normale cfr.
Appendice, p. 124.

8 (Vitanyi, s.d.), p. 219

% (G.Chaitin, 2005)

106



programmi dimensione inferiore a n che si arrestano aumenta piu velocemente di
qualsiasi funzione computabile.®*

% (Volchan, Gennaio 2002), p. 61
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Appendice

La definizione di sequenza casuale

In questo capitolo si intende investigare sul concetto di casualita, limitandosi a
questioni puramente matematiche.

Si procede alla ricerca di una definizione accettabile di sequenza binaria casuale.

Per raggiungere tale scopo si fa riferimento ad alcune importanti teorie che si sono
sviluppate nel corso del XX secolo, ponendo particolare attenzione alla stocasticita (o
stabilita di frequenza) proposta da R. Von Mises, A. Wald e A. Church;
all’incomprimibilita (o caoticita) di R. Solomonoff, A. Kolmogorov e G. Chaitin (cfr.
Cap. 3, cfr. p.90) ed infine alla tipicita proposta da Martin-Lof (cfr. Cap. 3, p.98).

Il concetto di casualita pur essendo gia noto dall’antichita viene infatti studiato in
maniera rigorosa a partire dai primi decenni del 1900.

Lo studio del calcolo delle probabilita stesso, di cui la casualita € un elemento chiave
ha avuto inizio relativamente tardi, intorno alla meta del XVII secolo. Gli storici
concordano nello stabilire il 1654 come anno della sua nascita.®?

Nella seconda meta del XVII secolo, il calcolo delle probabilita si sviluppa
rapidamente.®®

92 precedentemente, solo pochi matematici come Girolamo Cardano (1501-1576) e Galileo Galilei
(1564-1642) si erano interessati in maniera casuale ad argomenti simili.

La nascita del calcolo delle probabilita viene fatta coincidere con il carteggio tra Blaise Pascal (1623-
1662) e Pierre de Fermat (1607-1665) nato con I’intento di risolvere il quesito proposto dal cavaliere
De Mére (il problema di ripartizione della posta).

Nel tentativo di fornire una soluzione, sono affrontati per la prima volta simili problemi con un metodo
matematico. In particolare, come richiesto dal problema stesso, si introduce una valutazione quantitativa
della possibilita di successo dei giocatori.

% Di notevole importanza sono i contributi di numerosi matematici fra cui Christian Huygens (1629-
1695) che scrisse il “De ratiociniis in ludo aleae” e Jakob Bernoulli (1655-1705) con 1’“Ars
conjectandi”.
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La probabilita tuttavia acquisisce il ruolo di una disciplina indipendente solo nel 1933,
quando Kolmogorov (1903-1987) ne propone una valida assiomatizzazione.%*

E nel contesto in cui Kolmogorov lavora alla sua assiomatizzazione che sono state
sviluppate le tre teorie qui analizzate relative alla definizione di sequenza casuale.

In questo capitolo ci riferiremo a sequenze “casuali” utilizzando talvolta il termine

“random”.

% Uno dei possibili motivi per i quali si & giunti cosi relativamente tardi ad una assiomatizzazione della
probabilita e legato al fatto che tale disciplina, per essere sviluppata, necessita di strumenti abbastanza
sofisticati, appartenenti alla teoria degli insiemi ed alla teoria della misura.
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4.1 Alcune considerazioni sulla definizione di sequenza binaria

casuale

In questo paragrafo si intende mettere in luce alcune delle difficolta che possono essere
riscontrate nel momento in cui si cerca di fornire una definizione di sequenza binaria
casuale.

Nei capitoli precedenti, sono state analizzate alcune caratteristiche delle sequenze
binarie (di lunghezza finita e non).

Nel Capitolo 2 sono state proposte una serie di attivita sulle stringhe generate dai
fenomeni aleatori. Nel seguito interpreteremo stringhe generate da procedimenti
aleatori come stringhe casuali.

Una caratteristica comune ai fenomeni aleatori & che, pur essendo localmente
imprevedibili (non é possibile stabilire a priori I’esito di un lancio di una moneta, noti
gli esiti i precedenti), conservano tuttavia una regolarita globale (statistica). Se ad
esempio si considera una sequenza generata dal lancio ripetuto di una moneta non
truccata, il numero di teste e croci totali sara all’incirca lo stesso.%

A livello intuitivo, si puo tentare di fornire una prima definizione di sequenze casuali
come oggetti caratterizzati dall’irregolarita, dall’assenza di leggi, dalla mancanza di
schemi.

E necessario pero precisare il concetto di legge a cui si sta facendo riferimento.

Si pensi ad esempio al teorema di Van der Waerden (Cfr. Capitolo 1, p.15).
Riformulando I’enunciato per sequenze binarie segue che “in ogni sequenza binaria
uno dei due simboli deve ripetersi in una progressione aritmetica di ogni lunghezza "°®.
Se si definiscono le sequenze casuali come sequenze prive di regolarita non banali o
schemi, allora, come conseguenza del teorema di Van der Waerden, si ha che non
esiste nessuna sequenza casuale.

Si puo pensare di interpretare il termine "assenza di leggi" nella definizione intuitiva
come "assenza di regole di costruzione", ossia come assenza di una legge in grado di
fornire le cifre consecutive della sequenza.

L'assenza di regole di costruzione puo essere interpretata come assenza di regolarita
computabili. ¥

% (Volchan, Gennaio 2002), p. 47
% (Calude, Who is afraid of randomness, Settembre 2000)
97 Ossia calcolabili tramite una macchina di Turing
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Nel capitolo 1, cfr. p.35, si & osservato come non & possibile generare ogni sequenza
binaria a partire da una macchina di Turing.

Scriviamo l'insieme di tutte le sequenze binarie XN come unione degli insiemi R e R€,
corrispondenti rispettivamente all’insieme delle sequenze casuali (random), e
all’insieme delle sequenze non casuali®®.

N =RURS (45)
2N ha cardinalita piti che numerabile e R¢ ha cardinalita numerabile.

Si consideri I’insieme delle sequenze tali che:

Xon = Xgny1 VN >1 (46)
Sequenze di questo tipo risultano “localmente troppo ordinate™®® per essere
considerate casuali. Si ritiene pertanto che esse debbano appartenere all’insieme R€.
Tuttavia esiste una quantita pit che numerabile di sequenze scritte come in (45). Di
qui I’assurdo, in quanto R€ ha cardinalita numerabile.

Da queste prime considerazioni emerge come non sia possibile definire sequenze
casuali come “sequenze in cui vi sia un’assenza di leggi”.

Nei prossimi capitoli ripercorreremo le differenti teorie che si sono sviluppate nel
corso del XX secolo, nel tentativo di individuare una definizione matematicamente
accettabile di sequenza random.

% QOssia a tutte le sequenze dotate di una regolarita computabile, descritte da una funzione computabile.
% (Volchan, Gennaio 2002)

111



4.2 La stocasticita

Come gia citato nell’introduzione di questo capitolo, tra i principali sostenitori della
tesi detta stocasticita va ricordato il fisico Richard von Mises (1883-1953).

Richard von Mises'® (1833-1953)

Nasce a Lvov (attualmente Ucraina) all’epoca sotto 1’Impero Austro-Ungarico nel
1883. Studia matematica fisica ed ingegneria a Vienna, dove consegue un dottorato
nel 1907.

E stato professore di matematica applicata a Strasburgo dal 1909 al 1918, con
interruzioni a causa della Prima guerra mondiale.

Dopo la guerra nel 1919, ottiene la cattedra di aerodinamica a Dresda. Nello stesso
anno viene incaricato come direttore del Nuovo istituto di matematica applicata presso
I’Universita di Berlino, il quale diventa presto un importante centro di ricerca.

A seqguito delle politiche di Hitler, si trasferisce prima in Turchia e nel 1939 negli Stati
Uniti, dove diventa professore presso 1’Universita di Harvard.

Tra gli importanti contributi forniti dagli studi di von Mises, ci sono quelli relativi alle
indagini sul calcolo delle probabilita, disciplina da lui considerata un ramo della fisica.
Tale idea non deve stupire molto: si tratta di un pensiero comune a molti studiosi
vissuti tra il XIX ed il XX secolo.

Sorprendentemente, anche il formalista David Hilbert (1862-1943) condivideva tale
pensiero. Egli infatti riporta nel testo del sesto problema®® le seguenti parole:

“Le indagini sulle fondamenta della geometria suggeriscono il problema: trattare
nello stesso modo, per mezzo di assiomi, quelle scienze fisiche in cui la matematica
svolge un ruolo importante; prima di tutto, la teoria della probabilita e della
meccanica”.

Si tratta di un’affermazione singolare, a differenza dell’idea di Von Mises, poiché
Hilbert era un formalista.1%?

Nel 1919 il fisico Richard von Mises, elabora una teoria che pone a fondamento del
calcolo delle probabilita il concetto di sequenza random. Storicamente si tratta del
primo tentativo di definire tale nozione.

| risultati dei suoi lavori hanno influenzato notevolmente i matematici del tempo.

100 (Mac tutor, s.d.)
101 sj tratta del sesto problema della celebre lista proposta da Hilbert nel 1900.

102 Alla base dell’idea dei formalisti vi & infatti la volonta di evidenziare gli aspetti formali di una teoria
matematica, indipendentemente dalle sue applicazioni.
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Kolmogorov stesso riferendosi agli studi di Von Mises afferma che:

“[...] che le basi per applicare i risultati della teoria matematica della probabilita ai
“fenomeni casuali” reali deve dipendere in qualche modo dal concetto frequentista di
probabilita, la cui natura é stata stabilita da von Mises in modo assai vivace e
(secondo lui) indiscutibile ” 1%

Le sequenze che hanno un ruolo centrale negli studi di Von Mises sono random, di
lunghezza infinita e conservano una regolarita globale detta stabilita (limite) di
frequenza. Esse prendono il nome di "collettivi” (in tedesco Kollectivs).

“II concetto razionale di probabilita, che & !'unico fondamento del calcolo della
probabilita, si applica solo ai problemi in cui o lo stesso evento si ripete
continuamente, oppure (ai problemi che dipendono da) un gran numero di elementi
uniformi che sono coinvolti contemporaneamente. Usando il linguaggio della fisica,
possiamo dire che per applicare la teoria della probabilita dobbiamo avere una
sequenza praticamente illimitata di osservazioni uniformi %

Definizione 2.1
Una sequenza binaria infinita x = x; x, ... x € N & casuale se & un collettivo, ovvero
se gode delle seguenti proprieta:
1. Sia f:=#{m < n:x, = 1}. La cardinalita di tale insieme rappresenta il
numero di 1 presenti tra i primi n termini della sequenza.
Allora esiste il seguente limite:

limf—”zp dove0<p<1 47

n—-oo N

2. Se ¢:{0,1} - {0,1}*¢ una funzione parziale ammissibile allora la
sottosequenza x,_, X, ... COsI ottenuta gode della proprieta 1 per lo stesso p.

Osservazione 2.1:

La proprieta 1 & conosciuta con il nome di legge di grandi numeri 1% .

Un collettivo corrisponde dunque ad una sequenza x € =N che rispetti la proprieta, che
esista un valore p (probabilita), pari al limite per n che tende a infinito della frequenza.

103 (Mac tutor, s.d.)

104 (Mises, 1957)

105 Tale legge e stata pubblicata per la prima volta in una versione piti debole nell' Ars Conjectandi
(1713) di Jakob Bernoulli.
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La proprieta 2 corrisponde alla richiesta che la “stabilita della frequenza” sia
mantenuta nelle sottosequenze ammissibili. Essa consente in questo modo di escludere
sequenze come ad esempio 0101010101... Restringe dunque I’insieme delle sequenze
che possono essere prese in considerazione.

Questa proprieta, in termini di gioco, prende il nome di legge della strategia di gioco
esclusa: non & possibile ottener un guadagno maggiore scommettendo nel gioco
d'azzardo secondo uno schema piuttosto che in maniera casuale.

Attivita con la calcolatrice grafical®’

La seguente attivita é stata ideata al fine di rendere comprensibile anche a studenti del
liceo la definizione di frequenza relativa (nozione fondamentale nella definizione di
collettivo).

Si richiede di calcolare la frequenza relativa di una stringa e di alcune sue selezioni.
La stringa di partenza e binaria ed € ottenuta mediante la simulazione con la
calcolatrice di un esperimento casuale!®®,

Von Mises individua la stabilita di frequenza come la caratteristica che
contraddistingue i collettivi, ossia gli analoghi delle sequenze casuali nella teoria del
calcolo delle probabilita da lui proposta.

Attivita 6
Simulare con la calcolatrice grafica la seguente situazione.
Considerare un’urna contenente 90 palline numerate da 1 a 90.
a) Estrarre con reimbussolamento 100 numeri dall’urna.
b) Per ogni numero estratto, assegnare alla lista 1 il simbolo 0 se il numero estratto
e pari; il simbolo 1 se il numero estratto ¢ dispari.
¢) Calcolare la frequenza relativa della lista.

La lista 1 ottenuta mediante il procedimento indicato & una stringa binaria aleatoria®.

106 (\Volchan, Gennaio 2002), pp. 53-54

107 (Calude, Information and Randomness, 2002), p. 30

108 |_e sequenze casuali generate da un esperimento casuale hanno necessariamente lunghezza finita.
109 Cfr. Cap. 2, p. 77
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In modalitd PROGRAM(B), & possibile E
realizzare un programma che genera la %{; 1 ABC =
ichi rLis d
sequenza richiesta.
For 1>1I To 100¢
Dopo aver simulato I'estrazione dall’urna RanInt#(1,90)->A¢

contenente gli interi da 1 a 90, si calcola se MOD (A s 2) »List 1 [ I ] <
Nexte¢

I’elemento & pari o dispari applicando il

. . ¢
comando MOD(2,A) e si assegna il OITIISEARCH! MENU CHAR

risultato (che sara 0 o 1) alla lista.

Il commando MOD pub essere raggiunto
digitando i seguenti comandi:

(or) (2,2) (Fe) (1,6) (F2) (1,4)NUMERIC

(Fe)(1,6) (F4)(1,4)
Selezionando la modalitd Statistics(2) B
dopo aver eseguito il programma & List 1 | List 2 | List 3 | List 4
possibile visualizzare tutti gli elementi sug I
presenti nella List1, corrispondenti alla 9 1
stringa binaria casuale generata. 10 0
11 1

1
LS/ EDIT J[DELETE]PIIEMBINSERTI D> ]

Riportiamo per esteso gli elementi che sono stati generati nella lista 1:

ol1fol1[afz a2 f2]ofofzlofzfol1][2f1]0]o0
tlo[sfo]ofofofofz1f[ofol1[1]olo]oflo]o[1]oO
olz|z1|1[2]z|r]ofolzsf2]zlolalz|2]ol2]0]o0
ol1lo]ofofz|z[1]ofolzlr]zlo]2|[1]o][1]0]o0O
olo|1]2l1]olz|1|2]o]oflofo]olr][z]2|o]1]|1

Figura 10 La tabella contiene i valori presenti nella Lista 1.

La frequenza é data dal rapporto fra la somma dei numeri 1 nella lista considerata e il
numero di elementi nella lista. La lista 1 e pertanto dotata di frequenza pari a 150—30 =

53%.
Stabilire il valore della frequenza con la calcolatrice grafica & semplice, di seguito
riportiamo le istruzioni necessarie.
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In modalitad Run-Matrix(1), digitare i ]
comandi riportati nel'immagine. Bum List 1+Dim List »

SumList1:DimList1

Entrambi | comandi si trovano

selezionando [P} (2,2) e (F1)(1,1) (LIST)

List [[st-Mat| Dim | Fill(]| Seq [IEE

Si considerino le selezioni:
a) Estrarre tutti i numeri in posizione pari;
b) Estrarre tutti i numeri in posizione dispari;
c) Estrarre tutti i numeri nelle posizioni individuate dalla progressione aritmetica 1+3x;
d) Estrarre tutti i numeri nelle posizioni individuate dai numeri primi;
e) Estrarre tutti i numeri che si trovano nelle posizioni individuate dai numeri di
Fibonacci;

Nella figura 10, sono stati messi in evidenza i numeri che appartengono ad una stessa
selezione. I numeri nelle posizioni individuate dalla progressione aritmetica 1+3x sono
stati colorati in grigio; quelli nelle posizioni individuate dai numeri primi sono stati
sottolineati; quelli individuate dalla successione di Fibonacci sono stati messi in
grassetto.

Calcolare la frequenza per ogni selezione dell'elenco
La frequenza e data dal rapporto fra la somma dei numeri 1 nella selezione considerata

e il numero di elementi nella selezione stessa.
a) Nella selezione degli elementi nelle posizioni pari, la stringa che si ottiene ha
frequenza 26/50 ossia di circa il 52%.
b) La stringa costituita dagli elementi in posizioni dispari nella lista 1 ha una frequenza
di 24/50 ovvero circa del 48%.
c) Glielementi nelle posizioni individuate dalla progressione aritmetica 1 4+ 3x con x €
[0,33] costituiscono una stringa di frequenza relativa & 19/33, ossia al 57%.

Il seguente programma, realizzato con la calcolatrice grafica, consente di estrarre gli
elementi di una stringa che si trovano nelle posizioni individuate da una determinata
progressione aritmetica e di valutare la frequenza della nuova stringa (la selezione)
ottenuta.
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In modalita PROGRAM(B), digitare i
comandi riportati nell'immagine di
fianco.

Il programma consente di generare una
sottosequenza a partire da una
progressione aritmetica e di
memorizzare i valori estratti in una
nuova lista (Lista 3).

Successivamente, assegna il valore della
frequenza della lista 3 ad una variabile,
chiamata F.

=—FREQUENC="—"=x]
ClrList 3¢

?7>Ad

1->1¢

1-K«¢

While I<100¢
List 1[I]»>List 3[K]<¢ |
(V- WINFACTOR] STAT JGRAPH] DYNA IENN

=——FREQUENC=—=

1+AXK->1¢

K+1->K«¢

WhileEnd¢

FgSum List 3:Dim List
el

IR SEARCH MENU CHAR

d) La stringa dei numeri nelle posizioni individuate dai numeri primi nella lista 1 ha

frequenza 13/23~56%.

e) Gli elementi nelle posizioni

individuate dalla sequenza di Fibonacci

(1,2,3,5,8,13,21,34,55,89) costituiscono una stringa di frequenza 6/10=60%.

Le selezioni di posto indicate In a)-e) sono tutte selezioni ammissibili. Le frequenze
calcolate, sia nella stringa che nelle sottosuccessioni, sono pari a circa % (alcuni valori
sono piu vicini altri meno). Nel caso di questa attivita non é stato considerato un

numero elevato di elementi per poter calcolare la frequenza.
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Selezioni ammissibili

Numerose sono state le critiche mosse al lavoro di Von Mises. Alcune critiche erano
dovute al fatto che, gli argomenti proposti, fossero basati su nozioni legate al gioco
d'azzardo (ed in quanto tali considerati inesatti). Altre critiche riguardavano la
generalita della definizione della nozione di selezioni ammissibili, la quale ha ruolo
centrale nella trattazione della teoria e consente di definire i collettivi: non era infatti
specificato come si potessero scegliere le sottosequenze.

Alcuni esempi di selezioni ammissibili sono quelle proposte nell’attivita7, Cfr. p. 114.
Sono dunque ammissibili le selezioni x,, individuate a partire n primo o per cui n sia
dato da qualche legge aritmetica specificata. E possibile inoltre richiedere delle
selezioni che dipendano da altri elementi della sequenza, come ad esempio di scegliere
la sottosequenza che segue immediatamente i simboli 001.°

Il matematico tedesco Erich Kamke (1890-1961) ha criticato la mancanza di chiarezza
nella definizione di selezione ammissibile. Le sue osservazioni sono ricordate con il
nome di argomento di Kamke:

"Se sono consentite regole di selezione arbitrarie (sottosequenze arbitrarie), allora
non esiste nessun collettivo ",

Sia x un collettivo, x € £N. Si consideri una selezione Xp,Xn, - di elementi di X

individuata dalla sequenza {n; };>, conn; < n, < ---. Se tutte le sottosequenze sono
ammesse, allora pud essere accettata anche la sottosequenza:
Xp, =1 Vk (48)

Con un ragionamento analogo puo essere determinata una sottosequenza x, x,, con

n; < n, < - tale che:
Xn, =0 Vk (49)

In entrambi i casi, segue che x non e un collettivo (la selezione di posto non rispetta la
proprieta 2) della definizione di collettivo (cfr. def. 2.1).

Poiche simili selezioni x,,, possono essere individuate su ogni sequenza x € >N allora,
se fossero ammissibili seguirebbe che nessuna sequenza potrebbe essere un collettivo.

110 (Volchan, Gennaio 2002), p. 53
111 (Volchan, Gennaio 2002)
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L'obiezione di Kamke sembra non abbia turbato VVon Mises perché in essa non era
menzionata alcuna legge di costruzione delle sottosequenze. VVon Mises riteneva
invece che le selezioni di posto dovessero essere costruite esplicitamente!!?,

Al fine di ottenere una definizione coerente, Abraham Wald (1902-1950) propone di
“restringere” 1’insieme S delle selezioni ammissibili.

In particolare, egli dimostra nel 1937 I’esistenza dei collettivi nel caso in cui I’insieme

S delle selezioni di posto ammissibili ha cardinalita numerabile.

Definizione 2.2 Insieme dei collettivi
Definiamo I’insieme dei collettivi rispetto ad S come

C(S,p)={xeIV:Vp €S lim Tk $p(x), =p} dove0<p<1 (50)

Teorema 2.1 (di Wald)
Per ogni S numerabile ed ogni p € (0,1)
#C(S,p) = 2% (51)

Il teorema di Wald afferma dunque che, se I'insieme S delle selezioni ammissibili ha
cardinalita numerabile, allora I'insieme dei collettivi a simboli in £ = {0,1} ha la
cardinalita del continuo.

Tale teorema fornisce una condizione sufficiente per I'esistenza dei collettivi. Non
essendo costruttivo tuttavia, non da indicazioni circa il modo di stabilire quali sono le
selezioni ammissibili 0 a quale insieme devono appartenere.

Nel 1950 il logico Alonzo Church (1903-1995) propone di considerare I'insieme S delle
selezioni ammissibili come l'insieme delle funzioni computabili (o parzialmente
ricorsive). Solo le selezioni "effettivamente calcolabili” potevano dunque essere
ammesse.

Sotto queste ipotesi, avendo I’insieme delle funzioni computabili cardinalita
numerabile, segue dal teorema di Wald 1’esistenza dei collettivi.

Proprieta delle sequenze casuali definite come collettivi: 113
La tesi di Mises, unita con i contributi di Wald e Church, ha delle caratteristiche
interessanti.

1) I collettivi costituiscono un insieme di misura 1 in =N,
2) | collettivi, che rappresentano nella teoria di Mises le sequenze casuali, non
possono essere generati da un algoritmo.

112 (Volchan, Gennaio 2002), p. 54
113 (Volchan, Gennaio 2002), p. 55
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3) Ogni collettivo & borel- normale in base 2.

Definizione 2.3 Sequenza normale in base 2
Una sequenza x € XN & normale in base 2 se ogni blocco di k bit compare con

. . 1
frequenza asintotica —.
2

Tale proprieta e stata scoperta da Borel nel 1909 ed ¢ in realta un caso particolare della
legge dei grandi numeri.1*

Un interessante risultato raggiunto da Borel € la dimostrazione che, rispetto alla
misura di Lebesgue ristretta a (0,1], quasi tutti i numeri del!’intervallo (0,1] sono
universalmente normali (cioé normali rispetto ad ogni base b). Cio corrisponde ad
affermare che x € (0,1] soddisfa la condizione di frequenza per i blocchi di cifre in
qualsiasi rappresentazione di base.

Equivalentemente, I’insieme dei numeri in (0,1] non normali in una data base ha
misura di Lebesgue nulla.}*®

La normalita di Borel é stata inizialmente considerata come una caratteristica distintiva
di un numero reale random. Tuttavia, si € dimostrato presto che esistono alcuni numeri
normali che non sono casuali.

Esempio 2.1:
Costante di Champerowne!*®

e 0,123456789101112131415...
Costante di Copeland-Erdds

e 0,23571113171923...
Si e dimostrato, rispettivamente nel 1934 e nel 1946 che entrambe le due costanti sono
normali rispetto alla base 10. Pur trattandosi di numeri normali, & evidente che essi
non sono casuali: sono infatti facilmente computabili. In particolare, la costante di
Champerowne (che € un numero trascendente) e ottenuta concatenando tutti i numeri
naturali dopo la virgola; la costante di Copeland-Erdds (che € un numero razionale) e
similmente ottenuta concatenando tutti i numeri primi dopo la virgola.**’

114 (Volchan, Gennaio 2002), p. 55

115 (Volchan, Gennaio 2002), p. 55

116 | base 2 corrisponde alla concatenazione ordinata della conversione in base 2 dei numeri naturali:
011011100101 110 111...

117 (Volchan, Gennaio 2002), p. 55
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Queste due costanti forniscono dunque due esempi di numeri reali in (0,1] che sono
normali ma non casuali, nel senso che e possibile definire uno specifico algoritmo che
consente di generarli.

Osservazione 2.2:
Nonostante nel senso della misura di Lebesgue la maggior parte dei numeri reali siano
normali nell’intervallo (0,1], non & noto tuttavia se alcune costanti matematiche

fondamentali come , e, log2,/2 siano normali 0 meno*'é,

Un’ulteriore critica mossa alla teoria di Von Mises relativa alla casualita é stata
elaborata da Jean Ville nel 1939.

Egli infatti, analizzando la nozione di collettivi riesce a mostrare come essi soddisfano
la proprieta:

b2 wn (52)

n

La proprieta (52) puo essere interpretata affermando che, i collettivi, mostrano una
preferenza per le cifre 1 rispetto alle cifre 0, pur limitando la frequenza relativa ad una
quantita corrispondente al pitia % .

Interpretando la formula (52) in termini di gioco, vorrebbe dire che & possibile definire
una strategia di gioco vincente.

Tale obiezione comporta che i collettivi non siano esattamente casuali.

Inoltre, & possibile dimostrare che l'insieme di sequenze che presentano il
comportamento descritto in (52) ha misura di Lebesgue zero?®.

Le osservazioni riportate da Ville comportano dungue che i collettivi non possano
essere accettati come definizione di sequenza random.

118 Cj si sta riferendo alle loro parti frazionarie, che sono numeri in (0,1].
119 (Volchan, Gennaio 2002), p.54
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4.3 Ulteriori definizioni di sequenze random

Nel capitolo 3, analizzando le caratteristiche delle sequenze binarie x € =V, sono state
introdotte le teorie proposte da Kolmogorov, Solomonoff e Chaitin e quelle elaborate
da Ville e Martin-Lof.

In particolare, dopo aver precisato le dovute limitazioni che é necessario introdurre, si
e fornita la definizione di sequenza incomprimibile e di sequenza tipica.

La definizione di sequenza incomprimibile e talvolta adottata come sinonimo di
sequenza casuale (o caotica).*?°

Nel caso delle sequenze binarie di lunghezza finita, si € dimostrato nel capitolo 3 come
la maggior parte di queste sia “ad alta complessita”. Interpretando la definizione di
sequenza (in questo caso finita) incomprimibile come caotica, si puo interpretare il
risultato affermando che la maggior parte delle sequenze binarie di lunghezza finita
sia “casuale” (cfr. p.93).

Sempre nel capitolo 3, si & enunciato il Teorema di Levin-Schnorr-Chaitin che mostra
come le definizioni di sequenza incomprimibile e di sequenza tipica siano due
definizioni equivalenti (cfr. p.104).

Martin-Lof durante la sua trattazione introduce quello che viene ricordato come test
sequenziale di Martin- L6f. Tale test serve a valutare se una sequenza x € tipica 0 meno.
Di seguito riportiamo la definizione del test per sequenze binarie di lunghezza finita
(stringhe) e ne forniamo un esempio di applicazione.

Test sequenziale Martin-Lof per sequenze di lunghezza finita'?
Nel caso di stringhe di lunghezza finita, si definisce un test di Martin-L6f un insieme
V' < {0,1}* x N tale che valgano le seguenti proprieta:
1. Vy4q © Vy dove Vy, = {x € {0,1}*] (x,m) € V}, m=1,2...}
2. vn Y {P(x:|x|=n):x €V} <e=2"T"
Se ad un certo livello m fissato x supera i test, ossia se rispetta le condizioni 1) e 2),

allora la stringa x & random secondo la definizione di tipicita di Martin-Lof.

120 (Volchan, Gennaio 2002), p. 58
121 (Calude, Information and Randomness, 2002)
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Esempio 3.1: 122

In questo esempio e proposto un test per valutare se una stringa & “casuale” 0 tipica.
Come suggerito nel paragrafo 4.1, interpretiamo stringhe random come stringhe
generate da procedimenti aleatori.

Nelle attivita del capitolo 2, cfr. p.77, si & osservato che stringhe binarie aleatorie
hanno contengono i simboli 0 e 1 all’incirca nella stessa proporzione (circa ¥2).

Si scelga come livello significativo e = 27™, m = 1, ..., n. Il test proposto stabilisce
che una stringa y di lunghezza n non e casuale se, data una costante § = §(n, m), non
supera il test, ossia non vale:

— >4
n 21

Sia ad esempio n=10 e il livello significativo 27> (m = 5). Si stabilisce che la costante
6 siad(5,10) = 0,4.
Si valuti la quantita:

+ot 1
P{yinZ”: NT T }<6

(3’1+"'+3’10)_1 >i
10 2 — 10

Le stringhe che soddisfano tale disuguaglianza sono stringhe che possiedono nessuno,

uno, nove o dieci simboli 1. Ci si aspetta che stringhe di questo tipo non siano

casualil?,

Effettuando i calcoli, vi sono 22 stringhe possibili di lunghezza 10 di questo tipo. Le

stringhe totali di lunghezza 10 sono 21° = 1024.

Allora

P{ye x10;

(y1+ -+ ¥10) 1| - 4

“21% 10

_ 22 0.215 < 275
10 2 1024

Osservazione 3.1:%%

Quanto ottenuto comporta che il test non rifiuta la stringa al livello significativo 27> ~
0,03 . Tale risultato puo essere interpretato come il fatto che, al piu il 3% delle stringhe
di lunghezza 10 puo fallire il test.

Le stringhe che superano il test (dunque quelle considerate casuali) sono le stringhe
per cui la frequenza relativa dei simboli 1 differisce da %2 per meno di 0.4. Si tratta
pertanto di tutte le stringhe contengono, almeno due, o al piu otto simboli 1.

122 (M. Denker)

123 Stringhe di questo tipo non rispettano le proprieta globali delle stringhe binarie aleatorie, generate
ad esempio dal lancio di una moneta non truccata.

124 (M. Denker)
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Attivita con la calcolatrice grafica

Il programma realizzato in questa attivita generalizza I'esempio precedente. Si richiede
di introdurre in input la lunghezza della stringa n e il valore m per determinare il livello

critico.

Il test consente di determinare se, ad un certo livello m, la stringa di lunghezza n sia
random oppure no. Si stabilisce che la costante § = §(n, m) definita nell’esempio 3.1

n

siadatada 6(n,m) = 57_1

differenza tra la media del numero di 1
e % sia maggiore di (n-1)/n calcola i
casi possibili attraverso i cicli for.

| casi possibili corrispondono al valore
S.

La probabilita e data dunque da S: 2”n.
Il programma si conclude con una
variabile di tipo logico che stampa 1 se
la successione non fallisce il test, O se
lo fallisce.

Attivita 7:
Verificare se le sequenze di lunghezza n sono respinte dal test

+ -t 1

P{yinZ”: u——| > 6} <e
n 2

Dove e = 27™.

B
Il programma prende in input i valorin = TEST =
em. [?>Ne
Per valutare la probabilita che la ?->Me

Intg (N+2)-A«€

A-((N=+2)-1)~>Le¢
A+ ((N=+2)-1)~>U«
08¢ |
(Mo ORHI]Y]|SE ARCH] MENU JIFXEXN| CHAR

=—— TEST

For 0->1 To Le¢

NCI->Ke¢

S+K->8¢

Nexte¢

For U>J To Ne¢

NCJ->Te¢ |
(TOP ] BOTTOM L) N[ A=a | LR
B

1 TEST ==——
NCJ->Te¢

S+T->8¢

((S+2°N)<K2"(-M)) ¢
(.I

Nexte¢

(IO |SE ARCH] MENU JIEXERN| CHAR
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Di fianco é riportata |'esecuzione del
programma con dati iniziali N=10,
M=5.

Il test e superato.

I oD 1=t oI
o

[d7c]Res] TEST
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